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Abstrakt. Artykut ten jest pomyslany jako uzupelnienie wspomnien zamieszczonych w [1], poswigconych genezie
i rozwojowi Katedry Metod Matematycznych Fizyki WF UW. Zamierzam przede wszystkim przedstawi¢ gtéwne nurty
badan, prowadzonych w Katedrze. Nie bede tez jednak stroni¢ od aspektéw historycznych z naciskiem na lata bardziej
wspolczesne niz w [1]. Zamierzam réwniez poczyni¢ kilka uwag na temat zwigzkéw migdzy fizyka a matematyka.
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Abstract. The aim of this article is continuation of memoirs devoted to the emergence and development of the Department
for Mathematical Methods in Physics [1]. The main subject of the present article is presentation of directions of research
performed in the Department. I will also present some historic aspects of the Department, complementing the story told
in [1]. I will also put few remarks concerning connections and interrelations between mathematics and physics.
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1. Wstep: konieczno$¢, a przynajmniej potrzeba
obecnosci matematyki w fizyce

Mogloby sie wydawac, ze nie trzeba nikogo z fizykdw
przekonywac o prawdziwosci stwierdzenia zawartego
w tytule. Sprawa nie przedstawia si¢ jednak w tak ja-
snych barwach i czasem przydatno$¢ matematyki w fi-
zyce kwestionuje si¢ w sposdb bardziej lub mniej zaka-
muflowany.

1.1. Symbioza matematyki i fizyki z korzyscia dla obu

Zacznijmy od tych, dla ktérych pozytecznos¢ matema-
tyki w fizyce jest oczywista. By¢ moze wielu Czytelnikow
slyszato zdania: Matematyka to jezyk fizyki (Eugene P. Wi-
gner), badz Ksigga Przyrody pisana jest jezykiem matema-
tyki (Galileusz). Wielokrotnie okazywalo sie, jak praw-
dziwe sg to stowa. Przytocze tu dwa przyklady.
Pierwszy z nich, to rozwoj ogdlnej teorii wzgledno-
$ci. Albert Einstein, po opracowaniu szczegdlnej teo-
rii wzglednosci, szybko zdal sobie sprawe, iz czasoprze-
strzen! jest nie tylko areng zdarzen, ale i ich aktywnym
uczestnikiem. W zwigzku z tym, dziejace sie¢ w czaso-
przestrzeni procesy fizyczne odksztalcajg geometrie od
pseudoeuklidesowej do... no wlasnie, jakiej? — natknat
sie tu na trudno$¢ pojeciowa — jakim jezykiem opisacé
geometri¢ czasoprzestrzeni, gdy jest tam obecna materia.

1. Szczegdlna teoria wzglednosci powstata w 1905 r., a w 1908 mate-
matyk Hermann Minkowski zauwazyl, ze czasoprzestrzen mozna
opisywaé w jezyku geometrii pseudoeuklidesowej. Rozni si¢ ona od
euklidesowej sygnatura: Ta ostatnia ma sygnature (++++), a czaso-
przestrzen Minkowskiego (—+++).
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Z pomocg przyszedl mu przyjaciel, matematyk Marcel
Grossman? wskazujac, ze adekwatne do problemu na-
rz¢dzia matematyczne juz istnieja i stanowig dzial mate-
matyki zwany geometrig riemannowskg. Jej podwaliny
potozyt Bernhard Riemann w polowie XIX w., a zostala
rozwinieta pod koniec XIX w. m.in. przez Luigi Bian-
chiego, Tullio Levi-Civite, Elwina B. Christoffela. Bez
gotowego praktycznie narzedzia, jakim jest geometria
riemannowska, teoria wzglednosci prawdopodobnie by
powstala, ale trwaloby to znacznie dluzej. Wielkosci fi-
zyczne w teorii wzglednosci wyrazaja sie bezposrednio
przez obiekty geometryczne takie jak metryka, koneksja,
krzywizna.

Einstein byl w tej szczesliwej sytuacji, ze istnialo juz
gotowe narzedzie matematyczne, z ktérego mozna bylo
prawie natychmiast skorzystac. Inaczej bylo w przypadku
Paula A. M. Diraca i jego funkcji delta.

Cata mechanika kwantowa ,,stoi” operatorami her-
mitowskimi. (Nie znaczy to, Ze inne tam nie wystepuja;
wielkosciom obserwowalnym odpowiadajg jedynie ope-
ratory hermitowskie). Dzialaja one w przestrzeni Hil-
berta stanow ukladu - przestrzeni wektorowej, na ogoét
zespolonej, z illoczynem skalarnym. Kazdy operator ma
zbidr funkcji wlasnych i ten uklad jest zupetny, tj. do-
wolny stan ukfadu daje si¢ zapisa¢ jako liniowa kom-
binacja funkcji wlasnych. Funkcje wlasne sg ponadto

2. W uznaniu jego zastug przy tworzeniu ogdlnej teorii wzglednosci,
co 3 lata odbywaja si¢ ogélno$wiatowe konferencje relatywistow —
tzw. Marcel Grossman Meetings.
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ortonormalne, tzn. ich iloczyn skalarny jest réwny zeru
(gdy sa rdézne) lub jeden (dla iloczynu funkcji samej
z sobg).

Wiszystkie te fakty (o statusie twierdzen) byly znane
dla macierzy hermitowskich na dlugo przed powstaniem
mechaniki kwantowej. Byly tez znane ich uogélnienia
na pewne klasy operatordw, ktore mozna bylo uwaza¢ -
W uproszczeniu - za macierze. Te operatory odpowiadaty
w mechanice kwantowej widmu dyskretnemu; typowym
przykltadem moga by¢ stany zwiazane atomu wodoru.
Zycie (a dokladniej potrzeby fizyki) wymusit jednak roz-
patrywanie innych tez sytuacji, w ktorych mamy widmo
ciggle. Pozostajac przy atomie wodoru, przykladem sa
stany rozproszeniowe po jego jonizacji. I tutaj nie dalo
sie, przy uzyciu éwczesnie istniejacych narzedzi mate-
matycznych, zapisa¢ ortogonalnosci funkeji wtasnych.
Dirac wybrnat z tej sytuacji odpowiednio adaptujac ist-
niejacy juz schemat. Aby to zrobi¢, musial jednak wpro-
wadzi¢ dziwny obiekt, a mianowicie funkcje delta (od
tej pory nazywang deltg Diraca). Ortogonalno$¢ funkcji
wlasnych odpowiadajacych punktom widma ciaglego
wyraza sie wlasnie przy uzyciu delty. Jest to funkcja,
réwna zeru wszedzie, z wyjatkiem jednego punktu (np.
0), gdzie jej warto$¢ jest nieskoniczona. Nieskoriczonoéé
jest tego rodzaju, ze calka z delty po prostej rzeczywistej
jest réwna 1.

Funkcja o tych wlasnos$ciach po prostu nie istnieje.
Ale tez w wyliczeniach z uzyciem delty nie korzysta sie
z warto$ci delty w zerze, a jedynie catkuje sie delte z inng
funkcja i to postegpowanie daje poprawne wyniki. Przez
ponad 20 lat prowadzono rachunki przy uzyciu nieistnie-
jacego (jako funkcja) obiektu, zanim opracowano teorie
matematyczng, w ramach ktorej definiuje si¢ obiekty ta-
kie jak delta i reguty dziatan na nich. Nie s3 to na ogét
funkcje®, a dystrybucje - funkcjonaty liniowe. Gléwnym
autorem teorii byl Laurent Schwartz.

Tutaj wiec matematyka zostala z tytu za fizyka, ale
koniec koncéw sytuacja sie wyjasnila. Teoria dystrybucji
okazala sie by¢ bardzo pozytecznym narzedziem. Uzywa
sie w jej powszechnie w fizyce i uczy na standardowych
kursach analizy matematyczne;j.

To byly przyklady pozytywnego oddzialywania mie-
dzy fizyka a matematyka. Jest zreszta starg obserwa-
cja (dokonang niezaleznie przez wielu), ze ciekawe
problemy fizyczne stymuluja rozwdj szczegélnie ptod-
nych teorii matematycznych. Tak bylo np. z rachun-
kiem wariacyjnym, teorig potencjatu, transformacja Fo-
uriera, réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi i czast-
kowymi, a w czasach bardziej wspotczesnych - z teorig
operatoréw.

3. Cho¢ czasem sprowadzaja sie do nich.

Ale nie wszyscy widza pozytki z symbiozy matema-
tyki z fizyka. Z réznych powoddéw. Najczesciej jest to
waski praktycyzm?, choé nie tylko.

1.2. ,,Calka stropu nie podeprzesz”

Powyzszy tytut jest autentyczny (to zdanie wyczytalem
zreszta w Postgpach Fizyki ok. 40 lat temu, w ramach
dyskusji na temat nauczania matematyki na studiach
fizycznych). Dotyczyt on wprawdzie wyrazenia opinii
na temat (bez)sensownosci nauczania matematyki na
studiach politechnicznych; ale problem znaczenia mate-
matyki w fizyce i inzynierii jest wspolny.

Zacytowane w tytule zdanie jest przykladem ekstre-
malnym. Pojawiajg si¢ jednak czesto zarzuty formulo-
wane bardziej ,,migkko”. Pozwole sobie przytoczy¢ nie-
ktore zastyszane badz przeczytane, aby przedyskutowaé
ich zasadnos¢.

Niepotrzebnie rozbudowany formalizm matema-
tyczny. Budowanie pustych konstrukcji, zamiast ana-
lizy probleméw. No cdz, zdarza si¢. Na ogot jednak od
poczatku nie wiadomo, jakie zastosowania bedzie miat
dany zestaw poje¢. Na przyklad pojecia wigzek widkni-
stych (FB) czy klas charakterystycznych (ChC) powsta-
waly bez perspektywy zastosowan fizycznych (o geome-
trii riemannowskiej juz byla mowa), a dopiero jakis czas
po ich powstaniu okazywalo sie, jak bardzo przydatne sg
w fizyce. Pojawiajg sie jako naturalny jezyk teorii z cecho-
waniem (FB) albo przy opisie kwantowego efektu Halla
czy czlonu topologicznego, decydujacego o fizycznych
wlasnosciach taficuchéw spinowych®, czy tez anomalii
w QFT (ChC).

Tym, ktorzy tepig wszelkie rozwazania nad formali-
zmami i aspektem jezykowym matematyki, proponuje,
aby siegneli do pracy, w ktorej Maxwell sformulowat
swoje rdwnania [3]. W takiej postaci, jak s tam napi-
sane bez uzycia poje¢ dywergencji, rotacji i gradientu,
stanowig 20 oddzielnych réwnan na 20 zmiennych. Po-
dejrzewam, ze w takiej postaci sg kompletnie niestrawne
dla dzisiejszego czytelnika. Podobnie [2], gdyby Leibniz
nie przettumaczyl newtonowskich fluksji i fluentéw na
uzywany do dzisiaj jezyk pochodnych i rézniczek, to
dzieto Newtona pozostaloby na dlugo skarbem zamknie-

4. Postawa obecna tez powszechnie w naszym kraju wéréd decyden-
tow przyznajacych srodki na nauke. Jest to jeden z rzadkich przypad-
kéw ,,porozumienia ponad podzialami’, od 30 lat bowiem, niezaleznie
od tego, kto jest u wtadzy (od lewicy do prawicy) w kwestii wysokosci
nakladow na badania Polska zajmuje w Europie 4-5 miejsce od konica
(chodzi o proporcje wydatkéw do PKB).

5. Za kwantowy efekt Halla przyznano dwie nagrody Nobla: Klaus
von Klitzing — 1985, oraz Robert B. Laughlin, Horst L. Stormer, Da-
niel C. Tsui - 1998; a za czlon topologiczny w fanicuchach spinowych
kolejng: John F. Duncan M. Haldane w 2016 (Postepy Fizyki 72 (1)
(2021) przyp. red.).
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tym w wiezy z kosci stoniowej. W tych przypadkach for-
malizmy staly sie tez poteznymi narzedziami do analizy
konkretnych problemow.

W prowadzonych w KMMF badaniach struktur, sto-
jacych u podstaw mechaniki i teorii pola, pojawiaja si¢
pojecia takie, jak: wiechcie (gerbes), wigzki podwéjne, al-
gebroidy badz grupoidy. By¢ moze pozostang one gléw-
nie jako elegancki i wygodny jezyk, a moze bedg tez
mialy znaczenie rachunkowe... trudno to w tej chwili
przewidzied.

Czesto spotykany jest tez zarzut dydaktyczny: Stu-
denci czesto znaja rozne niepotrzebne fizykom teorie,
a nie potrafia rozniczkowac i calkowaé. Tez tak bywa,
ale zdarza sig, jako wypadek przy pracy, a nie reguta.
KMMEF od dluzszego czasu prowadzi zajecia z matema-
tyki adresowane do studentéw réznych specjalnosci: ana-
liza i algebra R (rozszerzone), analiza i algebra ,,zwykle”,
matematyka — ,,uzytkowa” wersja analizy i algebry. Stu-
denckie oceny zaje¢ prowadzonych przez KMMF nie
odbiegaja od $redniej dla catego Wydzialu, wielu zas
pracownikéw Katedry dostawalo nagrody dydaktyczne
Dziekana i Rektora.

Przedstawione wyzej obiekcje prezentuje jednak
mniejszos¢ fizykéw. Wyrazna wigkszo$¢ (zwlaszcza teo-
retykow) jest przekonana, ze opanowanie na jak najwcze-
$niejszym etapie zaawansowanego aparatu matematycz-
nego z nawiazka procentuje pdzniej.

1.3. Fizyka teoretyczna (FT) a fizyka matematyczna (FM)
Niektorzy nie widza réznicy miedzy fizyka teoretyczng

a matematyczng. W jakiej$ czedci jest to matter of taste,
a czasem zalezy od przyjetych definicji tychze. W odczu-
ciu autora, réznica istnieje.

Cele FT i FM sg takie same, a przynajmniej bardzo
zblizone: Mamy zadany jaki§ model badanego zjawiska
fizycznego i chcemy wyciagna¢ wnioski dotyczace jego
zachowania. Tu pojawia si¢ pierwsza roznica: w FT nie-
kiedy tworzy sig¢ tez model. W FM na og6t bada sig¢ juz
istniejace modele. Bada si¢ tez matematyczng strukture
teorii. W FM panuje $cilejszy rygor, niz w FT. Wszyst-
kie kroki rozumowania muszg by¢ udowodnione, a w FT
rygor jest mniejszy — niektore stwierdzenia przyjmuje sie
»na kredyt’, zakladajac np. na podstawie intuicji fizycz-
nej, ze s3 prawdziwe i odktadajac ich dowdd na pozniej.
Ten ,.kredyt” czesto sptacajg fizycy matematyczni, bywa,
ze znacznie pozniej®. W ten sposob fizyk teoretyczny

6. W niektdrych przypadkach dzieje sie to szybko. I tak, twierdzenie
Hohenberga—Mermina-Wagnera w mechanice statystycznej wyma-
gato tylko niewielkich uscislen i po ok. dwéch latach od sformutowa-
nia posiadalo juz pelny rygor matematyczny. Inaczej bylo z konden-
sacja Bosego-Einsteina w ukladzie oddziatujacych bozonéw. W tym
przypadku przyblizenie Bogolubowa musialo poczeka¢ ponad pot
wieku na doprecyzowanie i udowodnienie.

czesto posuwa sie do przodu znacznie szybciej niz mate-
matyczny. Ma to jednak swoja ceng, a jest nig mozliwo$¢,
ze otrzymane wyniki sg btedne.

Przyktadéw powyzszego scenariusza mozna przyto-
czy¢ wiele; przedstawie jeden, kierujac si¢ osobistymi za-
interesowaniami. Na poczatku lat 70. XX w. Kenneth G.
Wilson przedstawit teori¢ grupy renormalizacyjnej’ w za-
stosowaniu do przejs¢ fazowych. Sama idea byla za-
sadniczo prosta (niezmienniczos¢ wzgledem skalowania
w punkcie krytycznym). Dalo si¢ z niej wyprowadzi¢, sto-
sujgc rézne przyblizenia, schematy postepowania prowa-
dzgce do obliczenia np. wyktadnikéw krytycznych. Okazy-
walo sie, ze niektére wyniki obliczenn metodg RG $wietnie
zgadzaly si¢ z doswiadczeniem (np. dla efektu Kondo),
inne natomiast o wiele gorzej lub wcale. Trudno byloby
tu ,,sktada¢ reklamacje” — w trakcie obliczen dokony-
wano wielu niekontrolowanych przyblizen. Uscislenia
okazywaly sie jednak bardzo trudne. Pionierskie wyniki
w tym zakresie uzyskal m.in. Krzysztof Gawedzki na
poczatku lat 80. XX w. (byt poddwczas pracownikiem
KMMEF). Dopiero w biezacym wieku udato si¢ w nielicz-
nych przypadkach udowodni¢, po ponad pét wieku od
sformutowania, hipoteze uniwersalnosci — jeden z funda-
mentoéw teorii przejs¢ fazowych. Narzedziem byla $cista
wersja RG. Ale jest to dopiero poczatek drogi...

2. Tematyka i ludzie

Po rozwazaniach na temat zwigzkéw miedzy fizyka
a matematyka, czy miedzy fizyka matematyczng a fi-
zyka teoretyczng, przedstawie — z perspektywy osobistej,
a wiec z pewng dozg subiektywizmu - tematy uprawiane
w KMMEF (obecnie i w przesztosci) oraz ludzi, ktorzy te
tematy uprawiaja.

2.1. Grupy kwantowe i geometria nieprzemienna
Mozna na pewno powiedzie¢, ze ,,specjalnoscia zaktadu”
(a doktadniej Katedry) sg grupy kwantowe.

Skad sie wzielo pojecie grupy kwantowej? Podobnie
jak ,,zwycigstwo ma wielu ojcéw”, tak i ten ptodny kon-
cept wyrodst z niejednej motywacji. Jedna z nich bylo
kwantowanie. Swiat, z ktérym mamy do czynienia na
codzien, jest zasadniczo klasyczny; ale u podloza wszyst-
kich zjawisk stoi mechanika kwantowa. Jak ja zrekon-
struowad, majac do dyspozycji pojecia klasyczne? Mamy
tu czg$ciowo recepty (kwantowanie), czgsciowo zas$ zga-
dujemy prébujac skonstruowac teorie, ktora, gdy stata
Plancka dazy do zera, przechodzi w teorie klasyczna.
W ten sposdb probuje sie rézne obiekty klasyczne ,,defor-
mowac’, tzn. rozszerzy¢ do jednoparametrowej rodziny
tak, by dla warto$ci parametru réwnej zeru odtworzy¢
obiekt klasyczny.

7. Czepiajac sie stow, jest to literalnie pélgrupa.
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Mozna wiec pomysleé, zeby powyzsze podejscie za-
stosowa¢ do grup w nadziei, ze otrzyma sie jakas$ kwan-
towg wersje grup, ktdre sg fundamentalne na poziomie
klasycznym, np. grup symetrii czasoprzestrzeni (grupa
Lorentza czy Poincarégo). Szybko sie jednak okazuje, ze
nic z tego, grupy sa na ogodt bardzo ,,sztywne” i nie da
sie ich w zaden sensowny sposob zdeformowac. Nie tedy
droga.

Sporo czasu zajeto uséwiadomienie sobie, Ze mozna
rozwazaé nie grupy bezposrednio, a okreslone obiekty
na nich. Typowym jest zbidr funkcji ciggtych na grupie G
(ozn. C(G)). Okazuje sig, ze znajac C(G) mozna odtwo-
rzy¢ G. Obiekty w rodzaju C(G) sa znacznie wieksze niz
wyj$ciowa grupa. Takie obiekty mozna juz w naturalny
sposéb deformowac.

Snujagc rozwazania w tym duchu, Stanistaw L.
Woronowicz skonstruowal jeden z pierwszych przy-
ktadéw grupy kwantowej, tzw. g-zdeformowang
grupe SU(2) [8]. Konstrukcja, w ogdlnym zarysie, jest
nastepujaca. Grupa SU(2) to grupa zespolonych ma-
cierzy g postaci: g = (‘C’ ‘u‘f ), gdzie a, ¢ sa liczbami
zespolonymi, spetniajagcymi warunek unimodularno$ci:
a*a + c*c = 1. Woronowicz przeprowadzit konstrukeje
nieprzemiennej *-algebry o dwdch generatorach a,c
(nie sg juz one liczbami; pytanie o ich nature na razie
pominiemy), ktére spetniaja warunki:
cct =c"c,

ac =qca, ac*=gqc’a,

a*a+c’c=1, aa*+ qzcc* =1,

gdzie g jest liczbg rzeczywista, przyjmujaca wartoéci
0 < g < 1. Okazuje sie, ze ta algebra jest tez algebrg
Hopfa - tworem o wyrdzniajacych si¢ wlasnosciach al-
gebraicznych. Ponadto, moze ona by¢ reprezentowana
przez *-algebre ograniczonych operatoréw liniowych na
przestrzeni Hilberta, a jej domkniecie jest C*-algebra. Ta
ostatnia moze by¢ legalnie nazwana deformacjg algebry
C(SU(2)) - oznacza si¢ ja jako C(SU,(2)) - algebrg
cigglych funkcji na grupie kwantowej SU,4(2). W ten
sposob, narodzila sie grupa kwantowa SU4(2).

Opisane powyzej (a raczej naszkicowane) struktury
algebraiczne okazuja si¢ by¢ obecne w wielu dziatach
fizyki i matematyki. Nie sprawdzaja si¢ co prawda jak
dotad oczekiwania, ze geometria czasoprzestrzeni jest
nieprzemienna na malych odleglosciach (rzedu skali
Plancka). (Nieprzemiennos¢ jest bardzo silnie powia-
zana z grupami kwantowymi). Ale grupy kwantowe -
oprocz tego, ze sa bardzo interesujagcym matematycz-
nie obiektem samym w sobie — pojawiaja sie np. przy
uktadach catkowalnych; wida¢ je w kombinatoryce dia-
gramoéw Feynmana dla grupy renormalizacji; wresz-
cie w problemach z czystej geometrii, jak w badaniu
foliacji.

Profesor Woronowicz jest jednym z prekursoréw ba-
dan grup kwantowych w skali $wiatowej i jednym z auto-
réw o najwigkszych osiggnieciach. Cytowania jego prac
z tych tematéw idg w tysigce®, jest tez laureatem Na-
grody Fundacji Nauki Polskiej oraz Fundacji Humboldta.
Liczni sg (badz byli) tez jego wspdtpracownicy z KMMEF:
Stanistaw Zakrzewski (11997), Wiestaw Pusz, Piotr Pod-
le$ (porzucil niestety matematyke fizyczng i zostal nota-
riuszem), a bardziej wspdtczesnie Piotr M. Sottan i Pawet
Kasprzak. Przez jaki$ czas byt w KMMF Piotr Hajac.

Nalezy tez wspomniec o bezprzymiotnikowych (tzn.
niekwantowych) grupach. Wielu spo$réd bylych i obec-
nych pracownikéw KMMF zajmowalo si¢ nimi. Wy-
mienmy tu Antoniego Wawrzynczyka (autora m. in. mo-
nografii Teoria grup a funkcje specjalne), Aleksandra
Strasburgera i Szymona Charzynskiego. Zwigzki teorii
grup z funkcjami specjalnymi badajg tez Jan Derezinski
i Adam Latosinski.

2.2. Teoria operatorow

Teoria operatoréw liniowych jest jednym z tematéw,
uprawianych w KMMF ,,0d zawsze” (tzn. od jej powsta-
nia). Rozpoczal jej rozwijanie pierwszy Szef KMME,
prof. Krzysztof Maurin (12017) i poswigcil tej tema-
tyce dwie ksiazki [5]. Godnymi uczniami Mistrza zo-
stali Kazimierz Napiorkowski i Stanistaw L. Woronowicz,
wychowankiem za$ tego ostatniego jest Piotr M. Sot-
tan. Przechodzac od teorii operatoréw do teorii form
biliniowych, Wiestaw Pusz i Stanistaw L. Woronowicz
udowodnili tez szereg nieréwnosci (tzw. nieréwnosci
WYDL), waznych m. in. w fizyce statystycznej. Ich do-
wody byly znacznie prostsze i ogélniejsze od wczesniej-
szych. ,Dzialke” operatorowg uprawia tez Jan Derezin-
ski, zajmujac si¢ rozlicznymi jej zastosowaniami w fi-
zyce. Spoérod nich wymienie tylko teorie rozpraszania.
Derezinski rozwigzat jeden z waznych problemoéw tej
teorii, a mianowicie pokazal asymptotyczng zupetnosé
dla ogoélnego N-cialowego rozpraszania, w przypadku
dalekozasiegowych potencjaléw. Asymptotyczna zupel-
no$¢ oznacza z grubsza, ze operator Schrodingera po-
siada jako stany wlasne jedynie stany rozproszeniowe
i (by¢ moze) zwigzane. Nie istniejg zadne inne, ,egzo-
tyczne” stany. Takie oczekiwanie jest fizycznie oczywiste,
ale udowodni¢ je jest trudno. Sytuacja tu odzwiercie-
dla czesto spotykanag réznice podejs¢ ,teoretycznego”
i ,matematycznego” w fizyce. Miloénicy pierwszego
zadowalajg sie ,fizyczng oczywistoscig’, drugiego za$

8. Jest jednym z kilkunastu najliczniej cytowanych twdrcow afiliowa-
nych przy Wydziale Fizyki. Jest to ewenement tym wiekszy, iz jego
prace to matematyka badz fizyka matematyczna, ktorych cytowalno$é
jest $rednio znacznie nizsza, niz prac czysto fizycznych.
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mozolg si¢ i trudza, aby udowodnic ,,fizycznie oczywi-
ste” fakty. Dos¢ zlo$liwie pierwsze podejscie skomento-
wali Michael Reed i Barry Simon, autorzy wielotomo-
wego, monumentalnego podrecznika fizyki matematycz-
nej, przypuszczajac, jak fizyk udowadniatby asympto-
tyczng zupelno$é: Przyjmijmy, ze asymptotycznej zupet-
nosci nie ma. Ale przeciez to absurd! Co koticzy dowdd.
[6]. Jan Derezinski jest rasowym fizykiem matematycz-
nym i poswigcit duzo wysitku, aby przeprowadzi¢ pelny
dowdd [7].

2.3. Geometria w fizyce, w tym teoria wzglednosci
2.3.1. Mechanika

Gléwnym odpowiedzialnym za powstanie mechaniki

jest Isaac Newton. Trzy prawa Newtona, wraz z narze-
dziami niezbednymi do ich analizy, s3 zawarte w [2] —
jednej z najwazniejszych ksigzek w dziejach zaréwno
fizyki, jak i matematyki. Z czasem rozwijaly sie tez
inne ujecia mechaniki, z grubsza (cho¢ nie we wszyst-
kich szczegélach) rownowazne newtonowskiemu, ale wy-
godniejsze do zastosowania w innych sytuacjach, badz
pozwalajace na bardziej przejrzysta analize problemu.
Takie dwa inne sformulowania, to formalizmy lagran-
Zowski 1 hamiltonowski, powstale sto kilkadziesiat lat
po Newtonie. Sto lat pdzniej okaze sig, jak sg istotne
przy przejsciu od mechaniki klasycznej do kwantowe;...
Tu wida¢, ze czasem wazne jest rozpracowywanie no-
wych poje¢ i formalizméw®. Sprawa sie na tym nie
skonczyta. W XX w. zauwazono, ze u podstaw mecha-
niki lezy geometria symplektyczna. Nie wyczerpuje to
tematu; gdy sie blizej przyjrze¢, wylania si¢ obecno$é
wigzek podwdjnych wraz z istniejagcymi tam izomorfi-
zmami, jak rowniez struktur multisymplektycznych. Ba-
danie tych struktur geometrycznych jest kluczowe, po-
niewaz struktura pojeciowa mechaniki przenika cala
fizyke.

Réwnolegty nurt, to przygladanie si¢ z tego punktu
widzenia teorii pola. We wszystkich tych badaniach duzy
udzial mial Wtodzimierz Tulczyjew, bedacy jedynie
przez 1 dzien pracownikiem KMME, ale zwigzany z nig
przez dziesieciolecia, od lat 60. XX w. do chwili obecnej.
Tulczyjew znalazt w KMMF wspotpracownikéw i konty-
nuatordw, gltéwnie Jerzego Kijowskiego i Pawla Urban-
skiego, ktory przekazal pateczke swojej doktorantce Ka-
tarzynie Grabowskiej, dzi$ juz bliskiej profesury.

9. Wymienilem tu jedynie dwa fundamentalne. Po otworzeniu jakie-
gokolwiek podrecznika mechaniki: Rubinowicza i Krolikowskiego
lub Biatkowskiego, albo strony www Meissnera i Chankowskiego
ujrzymy inne pojecia mechaniki, ktére kazdy fizyk powinien zna¢,
zasada najmniejszego dziatania, rownania Eulera-Lagrangea, row-
nanie Hamiltona-Jacobiego, nawiasy Poissona, wigzy holonomiczne
Ii nieholonomiczne...

Ryc. 1. Doktor hab. Katarzyna Grabowska odstania tajniki mechaniki (fot.
Jacek Wojtkiewicz)

Geometrycznymi strukturami w mechanice i teorii
pola oraz w réwnaniach rézniczkowych czastkowych
zajmuje si¢ tez Giovanni Moreno, ktory przybyt ,,z ziemi
wloskiej do Polski” i dobrze si¢ tu oraz w KMMF zado-
mowil.

2.3.2. Energia grawitacyjna i jej dodatnio$¢

Na poczatek pytanie, pozornie niezwigzane z tematem:
Kto wszedl na Mount Everest jako drugi? Wiekszos¢
czytelnikoéw z pewnoscig wie, iz pierwszymi zdobyw-
cami Mount Everestu sg Hillary i Tenzing, ale wiedza
o tym, kto wszed! na Everest jako drugi, nie jest juz tak po-
wszechna. Co to ma wspdlnego z energia grawitacyjna?
Otéz sytuacja jest podobna: Wigkszos¢ zainteresowanych
wie, ze pierwszy dowdd dodatnio$ci energii grawitacyj-
nej zostat podany przez Richarda Schoena i Shing-Tung
Yau w 1979, a drugi przez Edwarda Wittena dwa lata p6z-
niej. Natomiast znacznie mniej 0s6b wie, ze trzeci dowod
zostal podany przez Jerzego Kijowskiego'® i wspdlpra-
cownikow.

Przyblizmy troche ten temat czytelnikom, dla kto-
rych jest to egzotyka. Na ogdlng teorie wzglednosci
mozna patrzec jak na teorig pola, znacznie trudniejsza,
niz znane przed nig, a i dtugi czas po niej. Wsrdd obec-
nych w niej poje¢ w naturalny sposdb pojawia si¢ ener-
gia pola grawitacyjnego. I juz podstawowy problem, tj.
pokazanie dodatniosci energii grawitacyjnej (co decy-
duje o sensownosci teorii), okazal si¢ by¢ zaskakujaco
trudny. Jedna z przyczyn jest fakt, iz nie mozna w sposéb
naturalny zdefiniowa¢ gestosci energii dla pola grawita-
cyjnego: Przez odpowiedni dobdr ukladu odniesienia
mozna sprawié, ze w dowolnym wybranym punkcie po-

10. Profesor Jerzy Kijowski jest zywym przykladem, ze konstrukty
takie jak kot Schrodingera, nie sg jedynie wymystami teoretykdow.
Przez kilkadziesiat lat Profesor oscyluje pomiedzy KMMF a Centrum
Fizyki Teoretycznej PAN, tak jak kot Schrodingera pomigdzy dwoma
wiadomymi stanami.
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wierzchni Cauchyego gesto$¢ ta jest rowna zeru''. W in-
nych teoriach pola mozna zdefiniowaé jednoznacznie
lokalng gesto$¢ energii i pokazac, ze jest ona nieujemna.

Problem dodatniosci energii grawitacyjnej atakowalo
wielu'?, ale pozostawal otwarty przez kilkadziesiat lat.
Pierwszy dowod dodatnio$ci pojawil si¢ dopiero na prze-
fomielat 70.180. XX. w. za sprawa najwyzszej klasy mate-
matykéw - Schoena i Yau'?. Podali oni $cisty dowod, po-
stugujac sie ,,ciezkoatletycznymi” metodami: geometria
rézniczkowa wspomagang analizg funkcjonalng oraz za-
awansowang teorig réwnan rézniczkowych czastkowych.
Ogot relatywistow przyjal do wiadomosci ten dowdd,
krecac jednakze gtowa nad jego trudnoscia — byl niedo-
stepny fizykowi o standardowym wyksztalceniu matema-
tycznym - oraz nad tym, ze byt kompletnie nieprzejrzysty
»fizycznie”. Nie mozna tego bylo powiedzie¢ o dowodzie
autorstwa Edwarda Wittena'*, podanym dwa lata p6z-
niej. Jego dowodd, wykorzystujacy rachunek spinorowy,
byt znacznie prostszy od osiaggniecia Schoena i Yau, a jed-
nocze$nie intuicyjny.

Trzeci dowdd Jerzy Kijowski odkryt niejako mimo-
chodem, przy okazji badan nad strukturg hamiltonowska
teorii wzgledno$ci. Podejscie hamiltonowskie zapoczat-
kowali Richard Arnowitt, Stanley Deser i Charles W. Mis-
ner jeszcze na poczatku lat 60. XX w. Wéréd jego central-
nych pojec jest energia; autorzy ci wyprowadzili wyraze-
nie na nig jako catke po powierzchni Cauchyego. Kijow-
ski poprawil w kilku aspektach podejscie ADM, podajac
jednoczesnie o wiele bardziej transparentne sformulo-
wanie hamiltonowskie przy uzyciu relacji symplektycz-
nych Wtodzimierza Tulczyjewa. O wiele bardziej przej-
rzyste staly sie tu zwigzki pomiedzy koneksjg a metryka.
I okazalo si¢ tez, ze wyrazenie podcalkowe we wzorze na
energie grawitacyjng, mozna w odpowiednio dobranych
wsp6trzednych!® zapisaé w taki sposob, ze bedzie ono

11. Nie znaczy to oczywidcie, Ze energia jest Zle zdefiniowanym poje-
ciem! Gdy w jednym punkcie gesto$¢ energii wyzerujemy, to zmienia
sie ona w punktach sasiednich tak, ze catkowita energia, bedaca catka
z wyrazenia definiujgcego gestos¢ energii, pozostaje niezmienna.

12. Podobnie jak w Shreku ,,wielu dzielnych rycerzy probowato [uwol-
ni¢ krolewne], ale Zadnemu sie nie udato” Wsréd tych, ktérzy zna-
czgco posuneli wiedze naprzdd, ale nie udato im sie postawi¢ kropki
nad i, nalezy na pewno wymieni¢ Stanley Desera i Pong S. Janga.

13. Yau zostal w 1983 laureatem najwyzszego odznaczenia wsréd ma-
tematykow — medalu Fieldsa. Zostalo ono wreczone na kongresie
ICM w Warszawie, wspdtorganizowanym przez KMME

14. Witten mial ogromne osiaggniecia w fizyce teoretycznej, ktore
promieniowaly tez na matematyke; zostal uhonorowany medalem
Fieldsa w 1990.

15. Znalezienie tych wspdlrzednych wymaga rozwiagzania pewnego
réwnania eliptycznego na wspétrzedna radialng, tzw. réwnania -
foliacji. W szczegdlnym przypadku staje si¢ ono rownaniem Laplace’a,
co powoduje, ze dowdd Kijowskiego i in. jest nawet prostszy niz do-
wod Wittena.

ewidentnie nieujemne. W te badania duzy wkiad wniesli
Jacek Jezierski [9] oraz Piotr Chrusciel (spoza KMMEF).
(Obaj sg juz od dawna profesorami.)

Niestety Kijowski spoznit sie o 3 lata... Mial pecha
podobnego do Szwajcaréw Marmeta i Schmieda, ktorzy
jako drudzy weszli na Everest.

Badania hamiltonowskiej struktury teorii wzgledno-
$ci i jej zastosowan do promieniowania grawitacyjnego
sa z powodzeniem kontynuowane w KMMF przez prof.
Jezierskiego i jego doktorantéw. Profesor Kijowski, mimo
Ze na emeryturze, jest tu nadal bardzo aktywny.

2.4. Uklady calkowalne

By¢ moze nie wszyscy czytelnicy wiedzg, co to sg soli-
tony, zapewne dlatego, Ze nazwa ta stala sie juz klasyczna
i jako taka, nie wzbudza ekscytacji swoja nowoscig. Na-
tomiast tematyka catkowalnosci jest w dalszym ciagu
ekscytujaca.

Uktad catkowalny zdefiniujemy ogélnikowo mowiac,
ze umiemy dla niego jawnie wypisa¢ ogdlne rozwigza-
nie'®. Fakt, iz model jest catkowalny, niesie daleko idace
konsekwencje i z reguly umiemy zrozumie¢ jego zacho-
wanie w o wiele wigkszym stopniu, niz modeli niecatko-
walnych. Z tego powodu intensywnie szuka sie¢ modeli
catkowalnych w réznych dziatach fizyki i matematyki,
takich jak réwnania rézniczkowe zwyczajne i czastkowe,
mechanika, mechanika statystyczna modeli klasycznych
i kwantowych, teoria pola. Jednak znajdowanie takich
modeli jest bardzo trudne - zdecydowana wigkszo$¢ in-
teresujacych jest niecatkowalna.

W KMMF duzo odkry¢ poczynil na tym polu Antoni
Sym!” (+2021). Prace w tym kierunku prowadza Maciej
Nieszporski (uklady dyskretne i nieliniowa zasada super-
pozycji) oraz Javier de Lucas Araujo - cenny hiszpanski
»nabytek” KMMEF - bardzo aktywny, profesor na razie
uczelniany, a niedlugo z pewnoécig regularny, promotor
trzech doktorantéw plci obojga, rozwijajacy wspolprace
krajowg i zagraniczna.

2.5. Mechanika statystyczna réznie uprawiana

Byla i jest rowniez uprawiana w KMMF mechanika staty-
styczna. Tutaj tez ,mocne” prace pisal Stanistaw L. Wo-
ronowicz ze wspolpracownikami. Najwazniejsza chyba
z nich [10] (wspolnie z Wiestawem Puszem) dotyczy cha-
rakteryzowania uktadéw kwantowych w stanie réwno-
wagi. Autorzy wprowadzili pojecie stanu biernego (pas-

16. Na przyktad catkowalny jest jednowymiarowy kwantowy model
Heisenberga o spinie 1/2, a nie sa catkowalne modele o wyzszym
spinie.

17. Z artykutu Syma o solitonach w Postgpach Fizyki z lat 80. XX w.,
autor wiele sie o nich (solitonach) jako student dowiedziat (Postepy
Fizyki 31 (1), 3 (1980) przyp. red.).
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sive state): Je$li uklad jest w takim stanie, to nie moze
on w procesie cyklicznym wykona¢ zZadnej pracy mecha-
nicznej (zgodnie z oczekiwaniem podpowiadanym przez
2. zasade termodynamiki). Taki opis stanéw réwnowa-
gowych stanowi cenne uzupelnienie istniejacych do tej
pory podejs¢ i pojeé, np. stanu KMS. Praca ta byla cy-
towana kilkaset razy; przenikneta tez do podrecznikow
mechaniki statystycznej.

W KMMF mechanikg statystyczng zajmuje sie tez
Jacek Wojtkiewicz. Przedmiotem jego zainteresowan
sg uklady sieciowe (m. in. modele: Isinga, Falicova—
Kimballa, Hubbarda). Pokazal tu m. in. istnienie r6znego
rodzaju uporzadkowan w tych modelach. Aktywny jest
tez przedstawiciel mlodszego pokolenia Marcin Napior-
kowski — syn Marka, profesora w IFT UW. Ojciec upra-
wia fizyke generalnie w stylu teoretycznym, a syn — ma-
tematycznym'®. Uzyskat on juz sporo $cistych wynikow
dotyczacych kondensacji Bosego-Einsteina w ukladzie
oddziatywujacych bozondw.

2.6. Modelowanie

Generalnie ekipa KMMF zajmuje si¢ fizyka matema-
tyczng lub matematyka. Czasem jednak, z réznych po-
woddw, pojawiajg sie w ich dziatalnosci watki spoza
tego nurtu, o zastosowaniu stricte praktycznym - bez-
posrednio lub potencjalnie. Mozna tu wymieni¢ Pawta
Kasprzaka z uzywanym przez niego compressed sensing
w zastosowaniach do spektroskopii NMR, czy tez Jacka
Wojtkiewicza, ktéry zajmuje si¢ modelowaniem orga-
nicznych ogniw fotowoltaicznych.

2.7. Ludzie zwigzani z KMMF w przeszlo$ci

Przez KMMEF na przestrzeni dziejow przewingto sie wiele
0s6b. Niektdrzy odchodzili, bo chcieli, inni, bo musieli.
Wielu z nich dalej pracowato w fizyce matematycznej:
jedni w Polsce, inni za granicg. Oto niektorzy z nich.

o Krzysztof Gawedzki: pracowal w KMMF do poczatku
lat 80. XX w., pdzniej wyjechal do Francji, gdzie pra-
cowal m. in. w THES i ENS Lyon. Osiagnigcia mial
wielkie i réznorodne: kwantowa teoria pola, w szcze-
gdlnosci konforemna teoria pola; $cista technika grupy
renormalizacyjnej; teoria turbulencji. Bardziej wyczer-
Pujaco o jego zainteresowaniach i osiggnieciach napi-
sano w [11]. W 2021 otrzymal, jako pierwszy Polak, pre-
stizowa nagrode Heinemana z fizyki matematyczne;j.
Utrzymywat Zywe kontakty z KMMEF, w ramach kto-
rych wspotpracowat gtéwnie z Rafalem R. Suszkiem.

18. Potencjalny konflikt pokolen realizuje si¢ tu twdrczo, podobnie
jak w przypadku Thomsondéw, z ktorych ojciec Joseph J. dostat Nobla
za odkrycie, ze elektron jest czastka, a syn George P. - za odkrycie,
ze elektron jest falg.

W chwili konczenia tego artykutu nadeszta smutna
wiadomos¢: Krzysztof Gawedzki zmart 21.01.2022.

o Jozef Stawny: W KMMEF od poczatku do lat 60. XX w.,
kiedy musial wyjecha¢ z Polski. Gtéwnym polem jego
aktywno$ci badawczej byta mechanika statystyczna
ukladow spinowych, przede wszystkim rozwiniecie
teorii Pirogova-Sinaia na uktady o nieskonczonej de-
generacji stanéw podstawowych. Zajmowat si¢ row-
niez teorig rozpoznawania obrazéw, positkujac sie na-
rzedziami mechaniki statystycznej.

3. Pozamerytoryczne ciekawostki

Typowe dla cztonkéw teamu KMMEF jest posiadanie
rozmaitych pozazawodowych zainteresowan, uprawia-
nych niejednokrotnie z duzg aktywnoscia i powodze-
niem. I tak, nastepca (operatorowy i kwantowogrupowy)
Stanistawa L. Woronowicza, prof. Piotr Soltan, jest tre-
nerem plywania, aktywnym zawodnikiem i wielokrot-
nym rekordzistg Polski w plywaniu Masters. Regular-
nie plywa réwniez pod golym niebem - o kazdej po-
rze roku. Doktor hab. Katarzyna Grabowska jest mito-
$niczkg biegania, przebiegla kilka maratonéw w Polsce
i za granica, az ja to znudzilo i teraz zaczela uprawiaé
biegi terenowe. Aktywni sportowo sg (lub byli) tez inni
cztonkowie KMME: kierownik prof. Jacek Jezierski ma
papiery instruktora narciarstwa, Szymon Charzynski -
instruktora aikido. Profesorowie Jerzy Kijowski i Kazi-
mierz Napiorkowski, zapaleni zeglarze, w czasie rejsu
jachtem po Morzu Srédziemnym odkryli nowa wyspe.
Przynajmniej tak sie na poczatku wydawato. Doprecyzo-
wujac: wyspa ta to kilkumetrowa skala, niefigurujaca na
dos¢ doktadnej mapie, ktdra si¢ wtedy postugiwali (byt to
poczatek XXI w., mapy internetowe dopiero raczkowaly).
Dopiero wyczerpujaca kwerenda pokazata, iz skalka ta
byta juz skatalogowana. Jerzy Kijowski jest tez milo$ni-
kiem muzyki, m.in. wielokrotnie dyrygowal chérem Wy-
dziatu Fizyki. Czynnie muzykuje tez Piotr Sottan. Maja
w tych zainteresowaniach partnera Pawla Urbanskiego
angazujacego sie od wielu lat (w licznych stowarzysze-
niach) w zycie muzyczne Warszawy. Marcin Ko$cielecki
to zapamietaly podréznik; Ameryke Potudniows prze-
wedrowal wzdtuz, wszerz i w poprzek. Adam Smolski
uprawial wspinaczke, z najwiekszg intensywnoscig w la-
tach 70. XX w. Jego pierwsze przejscie klasyczne (tzn.
wykorzystujace tylko naturalng rzezbe skaty) drogi na
Mnichu zwanej Sprezyna bylo w tamtym czasie jednym z
najwybitniejszych osiagnie¢ w Tatrach. (Trudnos¢ drogi
jest rzeczg wzgledna - kolejne powtorzenia sprawiaja,
iz relatywnie trudno$¢ maleje. Gdy autor tego artykutu
robil kolejne przejscie Sprezyny w 1989, byl to juz tylko
trudny standard.) I mozna by tak jeszcze ciagnad... ale
objetos¢ artykulu nie moze by¢ zbyt wielka.
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Ryc. 2. Team (niekompletny) KMME Od prawej: Szymon Charzynski, Aleksandra Kuncewicz, Rafal R. Suszek, Daniel Wysocki, Marcin Koscielecki,
Javier de Lucas Araujo, Adam Latosinski, Pawet Kasprzak, Marcin Napiorkowski, Jacek Jezierski (kierownik), Jan Derezinski, Katarzyna Grabowska,
Maciej Nieszporski, Piotr Waluk, Jacek Wojtkiewicz (fot. Katarzyna Nurowska)

4. Ku przyszlosci: futurologia i fantastyka

(W tytule zamierzona aluzja do Lema.) W opinii autora,
podobnie jak nie nalezy si¢ obawiac o przyszto$¢ fizyki
matematycznej, tak nie nalezy si¢ obawia¢ o przysztoéé
KMME".

Tempora mutantur, et nos mutamur in illis. Jedne
tematy przestana by¢ modne, inne znajda si¢ na to-
pie zainteresowar, na pewno pojawia sie¢ nowe. Nato-
miast relacje miedzy fizykg a matematyka pozostana
podobnie bliskie, jak obecnie. Jedna z dziedzin, sku-
piajacych coraz wigkszg uwage, bedzie zapewne infor-
matyka kwantowa. Moze tez jaka$ odmiana uczenia
maszynowego. Struny maja pigkna matematyke, nato-
miast mimo kilkudziesieciu lat rozwoju nie udokumen-
towaly swojego znaczenia fizycznego. Podobnie geome-
tria nieprzemienna i grupy kwantowe. Ciekawe, czy
te pieckne dzialy matematyki okaza si¢ by¢ odpowie-
dzialne za fizyke przy wielkich energiach i matych diugo-
$ciach?. By¢ moze, pojawi sie kolejna teoria, opisujaca

19. Cho¢ pewnosci mie¢ nie mozna. Czy kilka lat temu ktos zywit
powazne obawy o pokdj w Europie?

20. Mowa tu o oryginalnych motywacjach, bo w innych dziedzinach
okazywaly si¢ by¢ obecne i efektywne.

sub-atto-$wiat*!'? Jegli tak, to czy bedzie tu mozna wy-
korzysta¢ do opisu istniejgce teorie matematyczne, czy
trzeba bedzie opracowaé co$ nowego?

No i pozostaje jeszcze klasyka, tzn. stare problemy: hi-
poteza Riemanna oraz jej wzmocnienia i proby dowodu
ze strony fizyki; rownanie Naviera—Stokesa; rozwinie-
cie nieréwnowagowej mechaniki statystycznej; hipoteza
cenzora kosmicznego i tego, co si¢ dzieje na poziomie
kwantowym w osobliwosciach nieuniknionych w kolap-
sie grawitacyjnym (cho¢ to ostatnie to juz wyzwanie dla
wszystkich fizykéw, nie tylko matematycznych).

I mozna by tu wylicza¢ dlugo... A co bedzie, to qui
vivra, verra (pozyjemy, zobaczymy).
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