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LEOPOLD [NFELD

METODA FAKTORYZACJI A TEORIA KWANTÓW*)

1. Wstęp

Celem naszym jest przedstawienie tutaj nowej metody rozwią­
zywania wielu zagadnień z mechaniki kwantowej i elektrodyna­
miki. Liczne pro.blemy z obu ty.ch dziedzin dają się sprowadzić do
zagadnień brzegowych. Sposoby rozwiązywania problemów z 'me­
chaniki kwantowej i elektrodynamiki przebyły historycznie te same
drogi rozwoju. I tu i tam rozwiązywano pierwotnie skalarne rów­
nania cząstkowe, zawierające czy to L a ,p l a c e'i a n czy d' A l e m­
b e r t i a n. Badanie tych równań i ich rozwiązań jest jednym z naj­
ważniejszych osiągnięć fizyki teoretycznej XIX w. Doprowadziło
ono do rozwinięcia teorii potencjału i znalezienia wielu nowych
.funkcji (B e s s e l a) wielomianów L e g e n d r e'a, L a g u e r r e'a,
J a c o b i e g o, C z e b y s z e w a i H e r m i t e'a). Później, gdy teo­
rie skalarne zastąpione zostały teoriami wektorowymi - równa­
niami M a x w e II a i D i r a c a - technika rozwiązywania nie
uległa jednak zmianie. Drogą nieraz dość sztuczną (wprowadzenie
potencjału skalarnego i wektorowego) sprowadzono te równania
znów do równań skalarnych drugiego rzędu z określonymi warun­
kami brzegowymi. Bezpośrednie rozwiązywanie równań Maxwe lla
czy Diraca, a więc w obu przypadkach równań różniczkowych cząst­
kowych pierwszego rzędu, było rzadko stosowane i jedynie w naj­
prostszych przypadkach. Jeśli chodzi a stronę rachunkową, to sytua­
cja \v mechanice kwantowej jest jeszcze prostsza niż w teorii pola
elektrycznego, poniewa.ż warunki brzeg.owe są or'ganicznie połą­
czone z równaniami różniczkowymi i sprowadzają się zwykle do
warunków jednoznaczności, skończo.n.ości i całkowalności w kwa­
dracie. Tak więc w obu dziedzinach otrzymujemy równanie typu:

*) Referat ten został opracowany na podstawie wykładów L. I n f e l d a
przez Z. K ról i k o w s k ą i J. W e r l e g o.

13 Postępy Fizyki II -04- .
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d 2 y

- d -;+r (x, m) y+Ay=O,x'"
(1.1)

gdZIe T (x, m) jest funkcją daną, charakteryzującą określony pro.;.
blem, m Izaś stałą separacji, otrzymaną przy prżejściu od równa­
nia cząstkowego do zwyczajnego, którego musimy przeważnie do­
konać, aby otrzymać rozwiązanie. Warunki brzegowe dają nam
w typowych przypadkach tylko określony dyskretny :obiór możli­
wych wartości parametru A, które nazywamy wartoś.ciami włas­
nymi, a rozwiązania należące do nich i spełniające fizyczne wa­
runki - funkcjami własnymi. Tak więc każdej wartości An (przy
danym m) przyporządkowane jest rozwiązanie Y';;.

2. Ogólna charakterystyka metody faktoryzacji

Zamiast wyżej wskazanych dróg analitycznego znajdowania
funkcji yl metoda fa.ktoryzacji powraca do pierwotnych równań
cząstkowych pierwszego rzędu (M a x w e II a czy D i r a c a), lub

m
. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

"

Rys. 1

też w razie istnienia równania drugiego rzędu zamienia je na układ
równań różniczkowych pierwszego rzędu. W dawnej metodzie, dla
obliczenia konkretnych fizycznych wielkości - np. elementów ma­
cierzowych .różny.ch obserwabli - potrzebne było znallezienie expli­
cite funkcji y,::. Metoda nasza natomiast daje proste rozwiązanie
wielu probleów bez ,potrzeby obłiczania funkcji y,:.

Pierwsze zaczątki metody faktoryzacji można znaleść w rozwią­
zaniu przez D i r a c a problemu oscylatora harmonicznego i mo­
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mentu pędu, oraz w pracach F o c k a. Metoda sama została zapo­
czątkowana przez S c h r o d i :fil g e r a w 1940 r. a rozwinięta przeze
mnie i moich uczniów.

Podamy tutaj głównie techniczną stronę metody, tymbardziej,
że jeśli chodzi o stronę matematyczną, znajduje się w niej jeszcze
dużo punktów niejasnych i nieopracowanych. Mogłoby się wydawać
komuś, że przeceniam ważność metody faktoryzacji, ponieważ roz­
wiązania, o które nam chodzi, (zwykle różnego typu wielomiany)
są dobrze znane. Problem, z którym spotykamy się w mechanice
kwantowej, polega jednak nie tylko na znajomości rozwiązania, ale'
na posługiwaniu się niTI:l, a to właśnie metoda faktoryzacji wybitnie
ułatwia. Wymienię kilka typowych przykładów: przykry problem
normalizacji rozwiązań nie istnieje wtedy, gdy używamy metody
faktoryzacji. W przypadku rozwiązań równania D i r a c a, gdzie'
normalizacja jest s.pecj.alnie trudna, została ona podana przy użyciu
tej metody w krótkim "liście do Wydawcy" przez C. C. L i n a.
Jednym z 'podstawowych zagadnień mechaniki kwantowej jest obli­
czanie natężeń linii widmowych wodoru. Całki, które trzeba
w tym celu obliczyć, są bardzo kłopotliwe i wymagają długich ra­
chunków. I ten problem może być rozwiązany w ,p.aru linijkach za
pomocą naszej metody. Oczywiście nie wszystkie możliwe zagad­
nienia dadzą się obliczyć tym nowym sposobem (tak samo i dawny
analityczny sposób jest często bezradny). Jest jednak pewna liczba
szczególnie ważnych typów równań, które mogą być rozwiązane
bez-pośrednio metodą faktoryzacji; takich czystych typów jest kilka
i każdy z nich ma swój odpowiednik fizyczny czy to w teorii M a x­
we 11 a, ,czy w mechanice kwantowej. Nasza technika byłaby jed­
nak zbyt ciasna, gdyb:y się musiała ograniczyć do rozważania tylko
tych niewielu czystych (tj. niezaburzonych) typOWe Z tego powodu
jest szczególnie ważnym fakt, że dokoła każdego z tych podstawo­
wych równań możemy rozbu.dować metodę perturbacyjną, rozsze­
rzającą wybitnie zakres zastosowań dostępnych naszej metodzie.
Także przy zastosowaniu racllunku perturbacyjnego, który naszki­
cujemy na końcu naszych wykładów, można osiągnąć wyniki szyb-­
ciej niż przy użyciu starych metod, czego przykładem jest teoria
zjawiska S t ,a r k a.

Na czym polega metoda faktoryzacji poznamy na przykładzie'
oscylatora harmonicznego. Po pokazaniu paru Jeszcze zastosowań
tej metody do prostych zagadnień drugiej kwantyzacji i atomu wo­

13.
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doru, podamy na końcu krótkie ujęcie ogólne, którego znajomość
pozwoli nam na zastosowanie metodjt faktoryzacji także w innych'
przy.padk.ach. .

3. Oscylator harmoniczny

Energia oscylatora harmonicznego wyraża się klasycznym wzo­
rem:

p2 1E= - +- k 2 q22m 2
lub też, przyjmując

k 2- =(1)2
m

.

\,

mamy 2 1
L+_ (l) 2 mq2=E.2m 2 (3. 1)

W celu przejścia do mechaniki kwantowej podstawiamy w powyż­
szym H a m i l t o n i a n i e

h dp --­
i dq (h= stała p;:nCka ).

otrzymując w ten sposób równanie S c h r o d i n g e r a dla oscy­
latora harmonicznego kw:antowego:

d 2 'l' m 2 (t)2 2mE-- q2 1ł ,+ 'V=O.dq2 h 2 h 2 (3. 2)
..

Podstawiamy dla uproszczenia:

m u) 2 c;-.)q -...-"",h ­ (3. 3)

j dostajemy z (3. 2): d 'l' .
__2,1, +/\.1 11 =0d;2 t t , (3. 4)

gdzie 2E
1..= -- -.

hJ)
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Równanie to, jak można sprawdzić, można zapisać na dwa różne
sposoby:

( ;- d ) ( ;+ ) 'ł'=(A-l) \!J,d d; (3.5a)

(+  ) (- d ) "\V = (A + 1)'1'. (3.5 b)

Dla skrócenia zapisów wprowadzimy oznaczenia dla oper.atorÓ\N
liniowych:

( - ) =Hd t '
:>

(3.6a)

( .-t-  ) = H.dĘ v (3. 6b)

.Równania (3.5ab) przyjmą wtedy postać:
A

H H 'ljJ = (A - 1) 'ljJ, (3. 5'a)
v

A

H H'tjJ = (A + 1)'ljJ,
v

(3.5'b)

Już wprost z powyższych równań może!IlY łatwo znaleść rozwiąza­
nia dla A = + 1. Dla A = 1 zeruje się pr.awa strona równania
(3. 5'a); zerowanie się lewej strony uzyskamy, jeśli H 'tłJ = O czyli

v
t

(1) + d\V (1) - O ;d
stąd

l
d 19 'V (1)-_J0­

d ; - ,="
a więc l Ęa

,, (1) = c e - "2

Analogicznie, dla A = -1, otrzymamy
t.

1
'V(-l)=c e .
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Ponieważ pierwotne równanie jest równaniem drugiego rzędu,
więc musi istnieć jeszcze druga para niezależnych rozwiązań dla tych
samych A. Wychodząc z równania (3. 5'a) dla A = 1

A

H H\p=O,
v

widzimy n,a Ipodstawie pierwszego rozwią.zania, ze równanie to bę­
dzie spełnione także, gdy

Ę2
2 _

H 'l' (1) =e 2
v

A 2
ponieważ H e"2= o. Rozwiązując równanie różniczkowe:2 c 2

;  (1) + d IV (1) _ /id
otrzymujemy (zwykłym sposobem za pomocą metody wariacji sta­
łej L a g r a n g e' a):

t) Ę2 4
'I' (1) = c e- 2 J e+ t2 dt.

o

"
Podobnie, wychodząc z równania (3.5'b) dla A = -1, otrzymamy

i:

t"­2 ..
1j' (-1) = c e -i Je-t. dt.

o

A

Podamy teraz pewne twierdzenia dotyczące operatorów H i H.
v

Definiujemy nawias:

+00

(ep, f) = J Cf* f dx,
-00

gdzie cp* oznacza funkcję zespoloną sprzężoną z qJ.
A

Twierdzenie I: (<p, Hf) = (H <p, f) jeżeli tylko iloczyn cp * f znika
v

w nieskończoności.
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A

Dowód jest oczywisty, jeśli tylko podstawimy za H i H wyra­
v

żenia (3. 6) i scałkujemy przez części:+00 -ex:> _lO -(X)
«(P, Hf)= fq;*.(f- :D d= .rCP*tfd+ .rf dd* d-CP*fl=-00 - o -ex:> -00

+ ex:>

= .r r ( + ) Ip* I. f d  = (If cp, f).-J)
A

Operatory H i H o tych własnościach nazywamy s t o war z y s z 0­
v

nymi.
Twierdzenie II: Którekolwiek z naszych równań drugiego rzędu

(3.. 5'ab) możemy zamienić na następujący układ równań różniczko­
wych ,pierwszego rzędu:

A

H 1V (A) = A '1-' (A + 2),

H1}J(A + 2) = B 1V(J) .
v

(3. 7 a)

(3. 7b)

Z powy'ższego układu równań (3.7) wynikają (przez obustronne za­
A

stosowanie operatora H do równani.a (3.7a) lub też H do równania
v

(3.7b) równ,ania (3. 5ab), jeżeli tylko A B = A + 1. Mamy bowiem:
A

H (H 'lV (A» = H A'lIJ (A + 2) = A B\lJ(A) = (A + 1) 11' (A),v vA A
H (H 1V (A + 2» = H B 'ł' (A) = A B 'lIJ (A + 2) = (A + l) 'ł' (A + 2).

v

Podstawiając w drugim równaniu A za.miast A + 2 mamy powyżej
równania identyczne z (3.5'ab), jeżeli tylko AB = A + 1. Aby od­
wrotnie z równań (3. 5'ab), otrzymać nasz układ (3. 7ab), przepiszmy
równanie (3. 5'a) zastępując A przez A + 2.

.

A

H H 'lIJ (A + 2) = (A. + 1) 'lIJ (A + 2).
v

Działając na nie operatorem H, otrzymujemy
v

A

H H (H 'lV (A + 2» = (A + l) (H 'ł' (A + 2».
v v v
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Porównując z równaniem (3. 5'b) widzimy, że H 1V (A + 2) == B 1V (A).v A
Podobnie postępując z równaniem (3.5'b) przy zastosowaniu H,
uzyskamy (3. 7 a).

Tak więc na mocy naszego twierdzenia możemy z równania
(3 7a) lotrzymać ze znanego '\jJ (A) inną funkcję 1V (A + 2), a z równa­
nia (3. 7b) fun.kcję '\jJ (A - 2). Postępując dalej w ten sam s.posób
możemy ze znanych rozwiąza.ń dla A = + 1 otrzymać cały cią.g roz­
wiązań ,dla A == + 2N + 1 (N == O, 1, 2, 3 . . .). Ze względu na waru­
nek całkowalności znaczenie fizyczne ma tylko ciąg rozwiązań (dra­

2
bina) wychodzących z 'ł' (1) = c. e-2 dla A == 2 N + 1 (N=O, 1,2.. .).

Z zasadniczych naszych wzorów:

A= 2E .,
ho)

otrzymamy więc dla dopuszczalnych wartości energii

EN = h w ( N +  ).\

W dalszym ciągu będziemy stosować oznaczenie 'ł' (A) = 'VlY (gdy
A = 2 N + 1).

Twierdzenie III: Podstawiamy do wzorów (3.7ab) A == B =
= y 2 (N - +-1). Twierdzimy, że 1VN będą znormalizowane jeśli tylko
funkcja kluczowa 'Vo będzie znormalizowana. To zaś będzie miałt Ę
miejsce, gdy obierzemy '\jJ o == Jt-:;- e-"2. Twierdzenie nasze udowod­
nimy' przez indukcję, tj. dowiedziemy, że ze znormalizowania \VN
wynika znormalizowanie 1VN+I.

Równania (3.7ab) możemy napisać teraz w postaci:
A

H ''ł'rv = }I 2( N + 1) 1VN+l, (3. 7'a)

H1VN+1 ==J 2 (N + 1) 1VN,
v

(3. 7'b)

ę a więc
C'ł'N, CH 1VN+l »=y 2 (N + lf(1VN, \VN)

v

c.zYlli, ze względu na twierdzenie I i znormalizowanie funk,cji 'ł' N:
A r - ­

(H 1]JN , '4'N+ 1)==} 2 (N + 1).
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Podstawiając (3. 7.a) otrzymamy

czy li
J r 2 (N +-1) ('\V.1V+l, 'VN+l)= ł 2 (N + 1)

('VN+h "ł'N+I)= 1.

Dowód ortogon.alności naszych funkcji przeprowa,dzimy w spo­
sób następujący: mnożymy równanie (3.5'a) z lewej strony przez
'ł'N' i całkujemy; z drugiej strony to samo równanie odniesione do
funkcji '\łJN' :

h.

H H 'lJN' = 2 N' 'lJN',
v

mnozymy obustronnie z prawej strony przez funkcję 'l}J.v i całku­
jemy. Stosując do obu otrzymanych równań twierdzenie I mamy:

(H 'l}JN , H 'l}JN') = 2N' ('lJN , '\łJN'),v v
(H 'V v . H 'V"') = 2 N ('lJN, 'VN').v v

Odejmując te równania od siebie otrzymujemy

(N - N') (\łJN , r'N/) = O, ,a więc dla N t N' mamy (\łJN , 'lJN')=O .

Twierdzenie IV: Twierdzimy, że otrzym.any powyżej ciąg roz­
wiązań całkowalnych dla 'A = 2 N + 1 (N całkowite nieujemne) jest
jedynym ciągiem rozwiązań .posiad.ającym fizyczne z.naczenie.

Dowód przeprowadzimy niewprost - zakładając, że istnieje ciąg
rozwiązań spełniających n.asze warunki, rozpoczynający się od 'A za­
w.artego wewnątrz przedziału (- 1, + 1). Widzimy, że tak.a drabina
nie może się skończyć w żadnym kierunku, ponieważ prawe strony
równań (3. 5'ab) są równe zeru tylko dla 'A = + 1.

Mnożąc równanie (3. 5'a) przez 'l}J ('A) i całkując, otrzymamy przy
zastosowaniu twierdzenia I

h.

('V(J), H H 'IJ(}» = (}-1) ('V (i.) , 'lJO.»,
v

czy li

(H 'IJ (I), H 'l-,(I») = A 2 (\łJ(I - 2), 11'0\ - 2» = (} - 1) ('\łJ(A), '\łJ(A».v v
Wyrażenie z lewej strony j-est stale dodatnie jako całk.a z wielkości
stale dod.atniej, podobnie jak nawias ('l}J ('A), 1V ('A». .Natomiast ('A - 1)
przy 'przejściu po dra(binie musi, ,vobec naszych założeń, przyj­
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mować także wartości ujemne. A więc tego rodzaju drabina nie­
skończona w obie strony nie może być dobrą drabiną, ponieważ
doszliśmy w tym wypadku do sprzecznoś:i. Nasze założenie Istnie­
nia dobrej drabiny rozwiązań dla A t 2 l + 1 jest więc fazywe.

W przeprowadzeniu dowodu tkwi jal(o ciche założenie konieczny
warunek, by całkowalność w kwadracie funkcji '\łJ (A) pociągała za

A

sobą całkowalność funkcji H '\łJ (A.) względnie H 'l!J (Ar). Szczegółowy
v

dowód, że założenie to jest słuszne, podany jest w dodatku.
Dla otrzymania na drodze kwantowo-mechanic.znej reguły wy­

boru ,dla przejść oscylatora między różnymi stanami energii mu­
simy znać macierz o;peratora  w układzie określonym funkcjami
własnymi '\łJ.v:

(Ę)NN' = ('\łJ N)  '4J N').

Z równań (3.6ab) dostajemy:

(Ę)NN' = ('ł\J N , 'ł\JN') =  ('ł\J N, II 'IJ'N') + 1 ('ł\JJ\. , H tjJN' ) =2 2 v
1 1 r---­

=-1 2(N'+1)NN'+1+ l 2N'N N '-1') . ') ,
Ostatniego przejścia dokonujemy na podstawie ortonormalności
funkcji '\łJN.

Otrzymaliśmy w

(;) = rl 2

ten sposób macierz:

ł O l 1 O D O . . . ,
l 1 D 1 2 a D ...r­O r - O 1 3 O . . .J 2 o- D f­a O 1 3 l 4...
D o O l ,l O . . .
. . . . . . . . . . . . . . . .....

ObI .. . t h d h ( A )Iczmy Jeszcze macierz opera ora Jt = - - - = - H - H :i d 2 i vh h A h ---,
(Jt)NN' = - (ll-'N. H 1VN') -'--- ('\łJN, H '\łJN') == --1 2 N ('l!JN 'l!JN'-l)­2i v 2i 2ih , h r-- h r ,

--1 2(N + 1) ('l!JN- 1"N'+1)= - ł 2 N f:JN N'-l-- J 2(N + 1) 'fłt N N'+l.2i 'Y '2i '2i '
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Stąd macierz (n) ma postać:

r O r- O O O . . . łI l-1(1 O Jf2 O O . . .h - O . . .O r- O 1 3(Jt) = -1 2r-- l- O f­i] 2 D D -li 3 l.i...O D D r- D . . .]I 4 J.........,...... ..... . . . . .
Jak łatwo za uważyć, obie macierze są H e r m i t e'o w s k i e

hZ warunku kw.antowego [1t,] = n  - n = otrzymamy po
podstawieniu naszych operatorów

h A A h A h
- [H - H, H + H] = - [H, H] = - ,.1: i v v 2 i v i

stąd A A
[H, H]= -[H, H]=2.v v (3. 8)

A

Wy,rażająo oper.atory H i H przez  i n:
vA .

H -+---­'=' - ,
h

HE +-J{v - h '
mamy odpowiadające im macierze:

f D D D D . .. } f O r - D D . .. )1 1o- D D r D. ł l D . . . D D 2A 1 H= 1H = -r-:- D 1 / 2 D D . . . O D D 1 3 . . .J 2 - v ]( 2D D ł 3 D . . . D D D D . . .. . . . J l . . . . . . · J
A

Operatory H i H noszą odpowiednio nazwy o p e r a t o rów
v

t w o r z e n i a i n i s z c z e n i a.
Problem powyższy można łatwo uogólnić na oscylator p-wymia­

rowy. H a fi i l t o n i a n m.a wtedy postać:
P 2 1 p

H=  Ps + -  k 2 q 2=E.2 2 .L.J s ss=1 m s=1
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Rozwiązanie równania S c h r 6 d i n g e r a

H'łJ = E'łJ

sprowadza się przez separację zmiennych da problemu l-wymiaro­
A

wego. Wielkościom , EN, H, H, 'lV odpowiadają teraz wielkości Ę.s,
vA

ENs, Hs, H." 1VNs, przy warunkach:
v

,
EN= \' Ess ;

s=1

p

1VN = I11VNs(Ęs) .
s=1

4. Zastosowanie do najprostszych problemów kwantowania pola

W mechanice kw.antowej rozwiązanie każdego zag.adnienia za­
czyna się od znalezieni.a H a m i l t o n i ,a n u. A więc dla .oscylatora
np. m.amy H a m i ] t o n i a n

2 1
H= _P_- + k 2 q2,2m 2

gdzie p i q są teraz operatorami, które mają spełniać warunek kwan­
towy

h
[p, q] = -:-'

1

i podstawione jako macierze do H a m i l t o n i a n u mają d,ać ma­
cierz energii w postaci diagonalnej. Technika S rC h r 6 d i n g e r a
jest dlatego szczególnie dogodna, poniew,aż właśnie d.aje H w postaci
diagonalnej. W przeciwnym przypadku mamy bowiem do czynienia
z trudnym problemem sprowadzenia macierzy na osie główne.

Rozważmy teraz proste równanie cząstkowe meonu ,postaci:

- ep +  cP = fl2 CP.c
.

(4. 1)

Gdy J.l2 = O m.amy najprostszą teorię światła (F r e s n e l a) stoso­
. "

waną często w optyce. Gdy fl2 = O i cP = O, mamy jako rozwiązanie

równania znanego z elektrostatyki funkcję cP = ." Jeśli f.! t O, otrzy­r
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mujemy jako kulistosymetrycz'ne rozwiązanie potencjał Y u k a w y
-p.r

rp = e . Równanie (4. 1) jest jesz.cze czysto klasyczne. Zadaniemr
teorii kwantowej pola jest odpowiedź na pytanie, jak kwantować
równania pól klasycznych. Chodzi o to aby, naśladując przejście od
klasycznej mechaniki -punktów do mechaniki kwantowej, wziąć za
punkt wyjści.a tym razem klasyczną teorię pól i zastosować odpo­
wiednie reguły przejś-cia .do teorii kwantowej.

Przejście od H a m i l t o n i a n u klasycznego do równania
Schrodingera

H'tV = E 'tV

jest wlaściwie prZe]SCIem od obrazu cząstkowego do obrazu polo­
wego. Naśladując to przejście w zastosowanIU do pola zobaczymy,
że teoria kwantowa pola zastępuje obraz polowy - kwantowym
obrazem cząstkowym. To przejście od teorii pola klasycznego do
obrazu kwantowego prowadzi nas do H a m i l t o n i a n u w postaci:1 **

H  (  --ł' + 2   ) * )= -- L.J Pk Pk W k q" qk ,2 k (4. 2)

gdzie

k - 2 j[ nss­
I

-4

są składowymi wektora pędu k (s = 1, 2, 3; N s = 1, 2, 3 . . .).
00 2 = u a + k 2

.

odpowiada energii; l jest to długość krawędzi kostki, w którą zam­
knęliśmy nasze pole, by otrzymać przeliczalną ilość stopni swobody.

Ja,k łatwo się przekonać, PI: i q-;; muszą spełniać następujące wa­
runki kwantowe (p,atrz Wen t z e l rozdz. 2  6):

[   ] ':'\oP. , qk = o kk'. (i. 3)

Z warunków H e r m i t e' owości wynikają poza tym zależności* *-+ )
qk = q--k; p., = P-k (4.4

(gwiazdka oznac.za przejście do macierzy stowarzyszonej).

\

*) Wyprowadzenie to znajduje się w książce Wen t z l a. "Einfiihrung in die
Quantentheorie der Wellenfelder" str. 40.

.,

l'
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Szukamy teraz takiego przedstawienia dla Pi: i ql:, żeby po­
wyższe relacje były spełnione oraz aby macierz H była diagonalną.

W tym celu podstawmy:

q; -. / h  (11T: + H-1),V 4U)k v
f ­A

-+ . J hWk (H -+ _ H -+ )
Pk  - k -k ,4 v (4. 5)

gdzie

H A -+ _ ( t . d )k - Sk -- d;i: ' H -+ - (  -+ + d )v k - k Ć1 J: .

Tak określone PI: i ql: spełniają warunki kwantowania (4.3).
Widzimy, że przy tym wyborze operatorów także równania (4.4)

będą spełnione, ponieważ i i - i są ze sobą stowarzyszone.
Dla H a m i l t o n i a n u, podstawiając nasze operatory, znaj­

dziemy wyrażenie:h A A. A A
H=- 8 2 wJ:{(H_1: - H-;:) (Hk - HI:) + (H-;:+ H_t) (H-;:+ H_I:)} =
v v v v
k h A A.

=- w7 (H-+ H-++H H)4 L.J J( k k k k-+ v v
k

+00 A +00 A
(korzystamy tu z równości  H_I: =  HI:).-00 -00

Stąd, przechodząc do równania S c h r 6 d i n g e r a :

[  W---+ ( H---+H---+ + H-+H---+ )] 'łh = E 'lIt
4 .. k k k k k 'ł' 'ł"---+ v v

k

dostajemy po dokonaniu separacji na składniki przemienne ze sobą
nieskończony układ równań

1 A A 2 E---+
-- ( H-+H---+ + H---+ H---+ ) 'I h---+ = k '1h---+2 k k k k 'ł' k w---+ h 'ł' k ·v v k

Korzystając ze związku ,(3. 8) możemy to równanie przekształcić na

.A ( 2 E---+ )H---+H---+'ł1,---+= k 1 'I1I---+= ( A---+-1 ) 'łh---+k k 't k w---+ h 't' k k 'ł' k 'v k
gdzie

2 E-+
A ---+ = k
k W ---+ hk



Metoda faktoryzacji a teoria kwantów 207

Ponieważ równanie to jest tego samego typu, co równanie oscy­
latora harmonicznego, więc nasz problem okazał się identyczny
z problemem wi'elowymiarowego oscylatora. Transponując od.po­
wiednio uzyskane poprzednio wyniki, możemy przedstawić całko­
witą energię pola w postaci:

E = ,-, h w--» (N --+ -!-  )
k k I 2 .
k

Energia .zerowa jest nieskończona, ale możemy tego uniknąć przez
identyfikowanie energii w każdym wymiarze z E' = h(0l: N;\ co ozna­
cza tylko przesunięcie poziomu zerowego, od którego liczymy Et.
Nt możemy inter.pretować obrazowo jako liczbę me.zonów o pę­
dzie k.

Wielkim sukcesem teorii jest sprowadzenie obrazu polowego do
obrazu punktowego poprzez proces skwantowania pola.

Problem dwu lub więcej pól z uwzględnieniem ich wzajemnego
odd'ziaływania jest jednym z najważniejszych w teorii pola. Rozwa­
żymy tu możliwie naj-prostszy przypadek mezonów i nukleonów.

W celu uzyskania potrzebnego aparatu matematycznego uogól­
nimy jeszcze pojęcie oscylatora.

Wprowadzimy następujące operatory:
A A
L=H+b, L = H + b* ; (4. 10)v v

b traktujemy narazie jako dowolną liczbę zespoloną.
Równanie różniczkowe uogólnionego oscylatora będzie miało

postać:
A

L L <P = (/-1 + b b*) <P = (I' - 1) cI>
v (gdzie A = I' - b b*); (4. 11a)

(l> nie jest jak poprzednio funkcją rzeczywistą, ale może Iprzyjmo­
wać wartości zespolone.

A

Jak łatwo widzieć, L i L są stowarzyszone i spełniają warunek:
vA A

[L, L] = 2 == - [L, L].
v v

A A
Podstawiając stąd LL=LL - 2 do równania (4. 11a) otrzymamy jev "..
w postaci:
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A

L L <1> = (II. + 1 + b b*) <P == (II.' + 1) <P.
v

(4.11b)

A

Wprowadzając analogicznie operatory M i Mv

A A
M == H + b* , M=H+bv v

otrzymalibyśmy podobne równania dla funkcji sprzężonej fI>*, które
oczywiście nie wnoszą nic fizycznie nowego./

Wobec for,malnego podobieństwa z równaniem zwyczajnego
os.cylatora nasze twierdzenia I-IV będą słuszne z drobnymi zmia­
namI.

A

Twierdzenie I: (fI>, Lf) = (L , f), jeżeli tylko iloczyn * f nika
v

w nieskończoności. (Dowód ,przebiega identycznie jak poprzednio).
Twierdzenie II: O,pierając się na poprzednim twierdzeniu I i za­

łożeniu, że b = const, mamy znowu spełnione zależności:

1

A

L <P (i') = Al <I> (11.' + 2),

L <P (}') = B l <P (i' - 2).
v

Podlobnie jak poprzednio, mając daną funkcję kluczową dla ja­
kiegoś A' o, m10żemy utworzyć drabinę rozwiązań dla A' = A' o + 2N
(gdzie N = 1, 2, 3.. .). Drabina kończy się wtedy jedynie, gdy
A' = + 1. Dla A' = 1 funkcją kluczową będzie

1-- b*
<1>1 (1) = A e 2 ..

(4. 12)

Wszystkie trzy pozostałe funkcje: 2 (1), <1>1,2 (-1) nie spełniają wa­
runków fizycznych (nie są całkowalne w kwadracie). Rozwiązanie
powyższe otrzymuJemy jak poprzednio z równania różniczkowego
pierwszego rzędu L <I> = O, czyli

v

E <I> + d <I> +b*<P=O- d  '
_ a to wynika z podstawienia A' = 1 do równ.ania (4. 11a».

Twierdzenie III: Twierdzimy, że mając znormalizowaną funkcję
kluczową fI> (A'o) otrzymamy na mocy twierdzenia II ciąg funkcji
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<P (A' o + 2 N) znormalizowanych. Wychodząc z A'o == l wzory z twier­
dzenia II możemy pr.zepisać w postaci:

A

L <P N =l r 2 (N +-1) <PN+h (4. 13aJ

L <PN+l =J r 2 (N+1)<PN.
v

(4. 13b) ..

Dla dowodu mno'zymy .drugie równanie przez   i .c.ałkujemy po
całej przestrzeni. Z zastosowania twierdzenia I otrzymamy:

A

r-- r
J 2(N+1)(<P N , <l>N)=(<PN,L<I>N+t) = (L<PN. 4>N+t )=1 2(N+ 1) (<I>N+l,<PN+t)

v

stąd - z unormowania funkcji. N - wynika unormowanie funkcji
cI>N + t.

W posób an.alogiczny do poprzedniego dowodzimy, że rozwiąza­
nia dla różnych N są ortogonalne.

Twierdzenie IV: Sformłujemy je w postaci następującej: jeżeli
A' + 2 N nie przechodzi przez 1, to nasza drabin.a nie może być
dobra.

Przypuśćmy, że istnieje dobra drabina rozpoczynająca się od A'
zawartego w -przedziale -1 < A' < 1. Widzimy, że tak,a dra,bina nie
może się skończyć w żadnym kierunku, 'ponieważ .prawa strona na­
sz.ego równania (4. 11a) lub (4. 11b) równa się zeru tylko dla A' == 1.

A

Mnożąc równanie (4. 1 la) przez <1>* (A') i przestawiając operator L
w myśl twierdzenia I otrzymujemy:

A

(<P(/'), L L<I> (A'» = (A' -1) (<I> (A'), <P (A'»,
v

czy li
(L <1> (A'), L <P (ł'») = (A' - 1) (<P (I'), <I> (A').v v

Wyraż'enie z lewej strony jest stale dodatnie, j.ako całk,a .z funkcji
. stale dodatni.ej, ,podobnie j.ak (<I> (A'), <I> (A'». Natomiast A' - l musi
-przyjąć także wartości ujemne - a więc równość ta nie może być
spełniona dla wszystkich A' z rozważanej drabiny. Stąd widać, że
nasze założenie ,o istnieniu dobrej drabiny rozwiązań dla A'=ł=2N + 1
jest f,ałszywe

14 Postępy Fizyki II
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Przej.dźmy do znorm.alizowania naszej funkcji kluczowej W (1).

l +J cI>* (1) cI> (1) d=A;Je - 2_ (Hb).  - ( bbT d;. e +( hbT =:0:::00 -00
+00

( b +b* ) 2 J ( h+b* ) 2
= A e + -2- e -  +  d ;,

-00
stąd

1 (b+b.)
A) = Jt- 4 e 8

i ostatecznie
1 -(b+b*)1 _ l _b*<P(l) =n-ł- e 8 .e 2

W związku z tym dwie uwagi: 1) b może być także funkcją czasu.
Jeśli np. b = O dla t = O, czyli m.amy .do czynienia z początkowo
niezakłóconym oscylatorem, to dla t' t O funkcją stanu podstawo­
wego będzie nasza funkcja <I> (1). 2)W powyższym rO.zumowaniu nic

I\.

się nie zmieni, jeżeli b będzie oiperatorem przemiennym z H i H.
v

Konieczność traktowania b jako operatora ma miejsce np. przy roz­
ważaniu sił jądrowych bardziej skomplikowanych niż te, które są
zwią.zane z istnieniem skalarnego i rzeczywistego pola mezonowego.

Dzięki zupełności układu funkcji stanu 'l!JN dla niezakłóconego
oscylatora możemy dowolną funkcję stanu zaburzonego oscylatora «I>
rozwinąć na szereg:

00

<P== CN 'VN,
N=O

gdzie CN mogą być funkcjami czasu i ICNI2 daje prawdopodobieństwo
zn.alezienia oscylator.a w stanie N.

Zastosujemy powyższe uogólnienia do najprostszego sk,alarnego
pola mezonowego z nukleonami. Dla ,prostoty załóżmy, że masa nu­
kleonu w porównaniu z masą mezonu jest tak wielka, iż możemjT
przyjąć ją za równą nieskończoności. Uproszczenie to oznacza nie­
ruc.homość nukleonu. Niech x) (s = 1, 2, -3) oznacza współrzędne
położenia p-tego nukleonu, gdzie p = 1, 2, 3 . . . n. H a m i l t o n i a n
całkowitego ,pola możemy napisać w postaci:
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o

H=H+H',
o

gdzie H jest H .a m i l t o n i a n e m niezakłóconego pola mezono­
wego, a H' - H. a m i l t o n i a n e m oddziaływ.ania pola z nukleo­
nami, który bierzemy kształtu:

_ 1 Ił L i ks XsPH'= gcV 2 es qJ:*),p=1
k

gdzie g jest stałą ch.arakteryzującą nukleony, V = L8 - objętością
kostki.

Podstawmy operatory kwantowe

q  { h ( H+H  ) P -+-+i { h(J)-: ( H-H_ ).: 4 -+ k -k' k 4 kk'rok v v -+

k:=: (k 1 ,k J ,k J ).

Korzystając z zależności H -+ =  H-k -k-). v -+vk k znajdziemy ostatecznie:

o h -).A A
H=  Wk (H-).H-).+H-).H),:2 4 " v k V k k

k

h -+ A *
H' =  w/: (HJ:bJ: + H-,: b;).k 4 v

gdzi e * __ 1. -y i k x(p)
b:-=b =(Jf h wSI:) -1 g C V -2 L7 e ; s B ·

P

Napiszmy równanie S c h r o d i n g e r a
o I

(H + H') <I> = E ,

A

czyli, korzystając z oper.atorów L i L wprowadzonych poprzednio:
v

{  hwJ: [ -.!.. (L -+L -++ L -+1. -+)-b-+b-': )} 4> = E <1>.
LJ 2 2 k k k  k k-+ v v

k

.) Patrz Wen t z e l, op. cit. rozdział II,  7.

14.
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A

Ponieważ komutator [L, L] = 2, więc możemy to równanie .prze­
v

ksztą.łciĆ do postaci:

[  h m-; ( L L ->+ l-b->b )] cI> = E <I>
L.J 2 k k kk.--)o v

k

Korzystając z przemienności operatorów z -różnymi k i k', możemy
dokonać separa,cji otrzymując równaniaA *

L-:-: = (A-;:-l +b;bi:) <1>;.. v

Stosując naszą ogólną teorię mamy odrazu

* hro->
E-)o= ( 2 N4+1-b4b4).k k k k 2

By po zsumowaniu uniknąć wystąpienia nieskończonej energii
h rot

zerowej skreśl.amy w każdym posz-ezególnym wymiarz,e jako2

nie istotną stałą addytywną.

Rozważmy teraz znaczenie wyrazu bk bk*.
n (p)

b->=  b-> ,k L.J k
(p) = 1

stąd . (p) (p). (p) li)b-+b == b b+ b bk k LJ k k L.J -+-L.J kk'p P-r- i
(p) (p) .

Znowu musimy skreślić wyraz  bi: b-': j.ako skończony w każdYl11
p

v'yymiarze, co oznacza wyeliminowanie nieskończonej energii włas­
nej nukleonów. Drugi wyraz daje nam energię wzajemnego oddzia­
ływ,ani.a między nukleonami. Jeśli więc założymy, że wszystkie Ni:
są równe zeru, czyli gdy nie będzie mezonów w polu, to energia
nie będzie równa zeru, -gdyż pozostanie energia wzajemnego oddzia­
ływania nukleonów. Wykonując ,obliczenia dla dwóch nukleonów
otrzymujemy w najniższym stanie kwantowym

g 2 e- (-l T _ 12 *),E=- ­
4 1t r 12

alt) patrz Wen t z e l, op. cit. II,  7.
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gdzie r 12jest odległością wzajemną obu nukleonów. Z tego wyraże­
nia wnioskujemy, że siły między nukleonami są siłami pryciąga­
ni.a malejącymi szybko ze wzrostem odległości.

Całkowita fun-kcj.a pola cI> da się przedstawić w postaci:

<I> = II <I>N-.-» k
k

Jeżeli 4>N-»są znormalizowane, to i <I> jest znormalizowana, ponieważ
k

( II <I>Nk, II <PN/o ) =n fJNk Nk' .k k' k. k'
W toku naszego .postępowania otrzymaliśmy układ, w którym

już nie Ho a Ho + H' jest macierzą diagonalną, a funkcjami stanu
są <l>N k a nie 1JlN k. 4

Nt utożsami.aliśmy poprzednio z liczbą mezonów o pędzie k, dla­
tego, że energia całkowita pola wynosi

. E=}: N,: hm;,
k

Utrzymując tę samą interpretację dla pola zakłóconego (tj. z nu
kleonami) mamy, że gdy wszystkie Nk = O nie ma w polu żadnych
mezonów. Funkcję pola możemy jedn.ak rozwinąć według funkcji
niezakłóconego pola mezon owego 'VN. Otrzymujemy

<I> = r CN lVN.
N

W ten sposób dostaliśmy jednak pewien rozkład prawdopodobień­
stW?, określony wyr,ażeniem ICNI 2 , dla występowania mezonów z ró­

. nymi pędami, dla których nie mamy odpowiednika w wyrażeniu na
energię. Tego rodzaju mezony nazyw.amy w i r t u a J n y m i.

Różni autorowie rozwinęli teorię pój mezonowych bardziej skom­
plikowanych od powyższego. Skutkiem zupełnie analogicznego for­
malizmu pozwalają one na stosowania tej samej metody rozwiązania.
Wszędzie jednak, poza najprostszym -przypadkiem. b jest operato­
rem. Warunkiem stosowalności naszego formalizmu jest przemien­

A

noć b': i b-:* z Hi: i HJ:. Może się jednak zdarzyć, że bi: i b:* nie są
v

przemienne między sobą, co jest nieraz powodem wielu trudności.
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W tym ,przy,padku nie można rozwiązać zagadnienia naszą metodą
ściśle, a tylko z pewnym przybliżeniem.

5. Atom wodoru

Jako trzeci przykład rozpatrzmy elektron w atomie wodoru.
Równanie S c h r o d i n g e r a dla tego problemu jest kształtu

A .2-m
L1 4-'+ - [E- V (r)] 'V = o.

h 2

Zwykłą drogą separacji kładąc ''V = R(r) P () Q (ep) we współrzęd­
nych kulistych uzyskujemy równanie dla P((q)

1 d ( . d P ) m2 p- SIn 0 - - +AP-=-= O,sin e d e d ( sin 2 e (5.1)

.

gdzie m, A są stałymi separacji. Rozwiązanie, jako zależne od A i m,
oznaczamy przez p). Warunek normalizacji brzmi

,...,

II pr 1 2 sin e d e = 1.
o

By sprowadzić "równanie (5. 1) do postaci S t u r m a - L i o u v i 11 e'a
wprowadzamy gęstości kuliste stowarzyszone

l

ym = (sin 0)"2 PIIl.'k - )"
Warunek normalizacji przyjmie teraz postać

r.

f i Y!1ł 1 2 d e = 1.A

o

Po 'podstawieniu otrzymujemy równanie dla Yn:
,..

'J 1m"'--­

y" ---;- __ y + ( ) + ł- ) y = O.sln l 0 4 (5. 2)

Równanie to mozemy, tak jak poprzednio, zapisać na "dwa różne
sposciliy:
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A

Hm+ l Hm+l Yr::::s (/I.-m{m+ 1)] Yr,v
(5. 3a)

A

H" Hm ym = [A-m(m-l)] Ym.
A A

v
(5. 3b)

Przy tym

A ( 1 ) dHm+l = m +- ctg -­2 de (5. 4a)

1

Hm+1 c:: ( m + ) ctg 0+.
v 2 de ( 5. 4b)

A

Operatory Hm i Hm przyjmujemy jako dane. Istnieje jednak
v

ogólna metoda obliczania tych operatorów przy danym r (x, m) i j".
Metodę tę podamy w ogólnym przeglądzie wyników w  7.

P,odstawiając do równań (5. 3ab) nasze operatory, wyrażone wzo­
rami (5.4ab) możemy sprawdzić, że ka,żde z równań (5.3ab) jest
równoważne z naszym pierwotnym równaniem (5.2).

h

Twierdzenie I: (q), H11 f) = (Hm er, f) jeżeli tylko iloczyn cp*f znika
v

w nieskończoności. Dowód prz€'biega identycznie jak w przypadku
oscylatora.

Twierdzenie II: Którekolwiek z naszych równań drugiego rzędu
(5.3ab) możemy zamienić na następujący układ równań różniczko­
wych pierwszego rzędu:

- A

Hnt+l Yr = A m + t Yr+ t (5. 5a)
i

Hm+l Yr+ 1 = Bm+l Yr.v
(5.5b)

Z Ipowyższego układu równ,ań (5.5ab) wynikają przez obustronne
h

zastosowanie operatora Hm+l do równania (5. 5a), lub Hm+l do rów­
v

nania (5. 5'b), równania (5. 3ab), jeżeli tylko Am+lBm+l = A-m (m+ 1).
Mamy bowiem:

A

Hm+l Hm+l Yt = Am+l Hm+l Yr+ J = Am+l Bm+l Yr
v v"

h

Hm+ Hm+ l Yr+ 1 = Bm+l Hm+l Yt = Am+l Bm+l Y!+I .v
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Aby odwrotnie z równań (5. 3ab) otrzymać nasz układ (5. 5ab), dz-ia­
A

lamy na równanie (5.3a) operatorem Hm+l. Otrzymujemy:A A A .
H"1-+ 1 (Hm+ I Hm+l ) y: -=- p-m (m+ l)] Hm+1 y'),

v

czy li
A A
Hm' Hm'[Hm+l Yr] = [i-m (m'-l)] [Hm+1 y],

v

gdzie
m' = m + 1.

Porównując otrzymane równanie z równaniem (5.3b) widzimy że
A

Hm+ 1Y r -= Bm+l Yr+ t . Podobnie postępując z równaniem (5. 3b) przy
zastosowaniu H uzyskamy (5.5b). Ze względu na normalizacjęv · .
przyjmujemy Am+l = Bm+1 =J A-m:m+ 1).

Posuwamy się tu po drabinie m-ów. Można by także analogicznie
utworzyć drabiny ze względu na A, jak to uczynił S c h r 6 d i n g e r,
ale nie otrzymalibyśmy funkcji znormalizowanych.

Połóżmy A == l (l + 1), gdzie l = 0, 1, 2, 3. .. . Dla dowolnego 7,
jeżeli m = t prawa strona równań (5. 3a) znika, a więc otrzymamy
z równania (5. 3a)

A

lI'+lY = O,
czy li

[( l+l ) ctg e-!!: l yl<= O;2 I . . de. l
obliczając całkę mamy l . 1

Y l = Al (sIn (.1)1+- 2 .

Chcemy otrzymać teraz znormalizowaną drabinę funkcji własnych
Posługując się równaniami (5.5ab) otrzymamy

A

Hm+l ym== ł L (l+ 1)- L (m+ 1) ym+l,

A t
Hm+1 Y!11.+1 - J L (l+ 1)- L (m+ 1) Y!7/
v A ,

gdzie L (l + 1) = l (l + 1) .
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.

Twierdzenie III: Wszystkie funkcje Yt otrzymane w ten spo­
sób będą znormali.zowane, jeżeli znormalizujemy y:. Widzimy, że
nasze drabiny nie m.ogą pójść w górę powyżej Y, tj. m nie może
być większe od l, gdyż lewa strona -równania (5. 5a) równa jest zeru
dla m == Z.

Normalizując funkcję 'kluczową w zwykły sposób otrzymujemy:

Y l = -. r 1 · 3 · · . . · . (21+1) ( . e ) l+l JI 2 . 2 . 4 . . . . . . 2 l SlD 2 ·

m

J,,
,,,

" ­, .
,,

"\. "",'

.l' ! '
ot ""e , ­

(jti '
'\, ti ", D .
" rabiny rozwlq lO.n,,

'"

,.' ­,
,",,,,

Obszar. w I<tórym nte ma rozwlQzań

I I

l

R.ys. 2

- Twierdzenie IV:

Pon,ieważ wiemy z równania różniczkowego dla <I> (cp), że m prze­
biega wartości całkowite, więc mamy wobec tego do udowodnienIa,
że nie ma ca-łkowaJnych w kwadracie rozwiązań dla A t l (l + 1).
\VidatS bowiem, że wtedy drabina funkcji Y:'Z nie kończy się. Twier­

J..

dzimy, IŻe drabina taka nie może być dobrą drabiną. Załóżmy bo­
wiem, że istnieje ciąg całkowalnyc.h funkcji rozpoczynających się
od A t l (l + 1) (l = 0, 1, 2.. .). Mnożąc równanie

A

Hm+1 m+l ¥f= [A-m {m+ 1)J Y£'
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przez (yr)* i całkując, otrzymamy

A

(Yr, Hm+l Hm+l Yr) = (Hm+l Yrł, Hm+l y) = lA-m (m+ l)](Y, Y).v v V 1\ I\. I..
I znowu, przy tych samych zastrzeżeniach jak i w I>Qprzednich

przypadkach, mamy wyrażenia w nawiasach większe od zera, pod­
czas gdy [A - m (m + 1)] przy przejściu wzdłuż df1abiny przy j.­
muje także wartości ujemne. A więc nasze założenie, jako prowa­
dzące do sprzeczności, jest fałszywe.

Uogólnienie: Powyższe rozważania można .łatwo uogólnić stosu.­
jąc je do równania pnstaci:

(5 . 6) " (m+y) (m+r-1) + ( "l + 2 ) OU - U I\. Y u=
sin 2 x

(dla naszego poprzedniego przypadu było y =  ).
A

Operatory Hm + 1 i Hm + 1 przyjmą teraz postać:
vA d

Hm+! = (m+y) ctg x- dx '

d
Hm+l (m+ y) ctg X +-;v dx

poza tym

L (m+ 1) = m (m+2 y); At= l (l+ 2 y); Uh X ) = ]t -  r (l +y+ 1) · (sin x)L+Y,

r(l+y+  )
Przejdźmy teraz do rozpatrzenia funkcji radialnej problemu

elektronu w polu C o u 10m b o w s kim. Dla części! radialnej
otr,zymujemy po separacji równanie

" + 2 , Z(Z+l) + "l O1!J -'li' - 1!J IIw 'ł' = ,X x 2
gdzie

1,= 2h 2 EJ
fJZe ł

fJZe 2X= T
h Z '

00

i gdzie 'ł' ma spełniać warunek normalizacji r 1iJ 2 x 2 dx= 1.
o
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By sprowadzić nasze równanie do postaci (1, 1) kł.adziemy

R = x'\1.t ,
stąd

R"+ 2 R -U! + 1)R+}.R=O.
C)

x x (5 . 7)

Stosując nasz ogólny sposób postępowania można równanie (5.7)
napisać w dwuch form.ach:

A

Hl+ lHl+1Rl =(1,,- L(l+ l)]R! ,J.. A '.
v

( 5. 8a)

v

HlH' R l -= [A - L(l )]R 1 ,
, l.

v (5. Sb)

gdzie
1Ll+ 1)= - .

(l + 1)2

1A =-­
n (n + 1)2'

a 'Operatory nasze wyrażą się wzorami:

Hl+l= l+ 1_ _ d ,x l+1 dx (5 . 9a)

fIl+l l+ 1 _ -ł- -t-- d .v x l+ 1 dx (5 .9b)

Jak łatwo sprawdzić, IPO podstawieniu tych operatorów do rÓVl­
nań (5. 8ab) otrzym.amy istotnie równanie (5. 7).

v

Twierdzenie I: (4-, Hf) = (H ({J, f) jeżeli tylko iloczyn CfJ* f znika
v

w nieskończoności. Dowód przebiega identycznie jak w poprzed­
nich przypad.k,ach.

Twierdzenie II: Którekolwiek z równań różniczkowych drugiego
rzędu (5.8) możemy zamienić na układ równań różniczkowych
pierwszego rzędu:A _

H 1+ 1 R  I L (n - ł- 1) - L (l + 1) R: l + ł (5. lOa)
.l

HI+IRI;l=I / L(n + l)-L(l + l)R.
v

(5. lOb)

Dowód. przebiega znowu identycznie jak poprzednio.
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Twierdzenie III: Jeżeli znormalizujemy funkcję kluczową,
wszystkie funkcje R, otrzymane za pomocą równań (5. 10ab)
z funkcji kluczowej R: będą znormalizowane.

Nasza funkcja kluczowa otrzymana, tak jak poprzednio przez
przyrównanie do zera prawej strony równania (5. 8a) będzie postaci:

( 2 ) n+1 1 _
R: - ;-+-1 en +  -) [(2n + 1) !1 X..+I e n+l.

Widzimy stąd, Ż(i od fuńk.cji kluczowej możemy iść tylko w dół po
naszej drabinie l-ów.

Twierdzenie IV: Twierdzimy, że nie może istnieć żad.na dobra
drabina dla A =ł= - t . Dla j... < O dowód jednoznaczności jest takin (n-+t)2
jak poprzednio; dla j... > O otrzymamy widmo ciągłe posiadające
funkcJe własne niecałkowalne. Dla widma ciągłego pozostanie
słuszne tylko twierdzenie II. T.ak więc metoda ta zawodzi w przy­
padku widma ciągłego. Można by w zasadzie rozwiązać równanie
(5. 8ab) dla A > O, .co Jest jednak dość tru.dne, i stosując do niego
twierdzenie II szukać dalszych rozwiązań. Można jednak zamienić
widmo ciągłe na widmo nieciągłe za pomocą pewnego chwytu, który­
nie zmieniając prawie fizycznych warunków umożliwia matema­
tyczne rozwIązanie problemu takie, jak w obszarze widma niecią­
głego. Sposób ten polega na zamknięciu atomu w kuli o do"statecz­
nie wielkim promieniu przy założeniu odpowiednich warunków na
jej brzegu. Widmo otrzymane tą drogą składać się będzie (w ob­
szarze, w którym przed tym było ciągłe) z bardzo gęstego ciągu
linii, których odstęp zależy od wielkości promienia kuli Q.

Zakładamy według powyższego, że metryka skończonej prze­
strzeni sferycznej jest określona wzorem:

d . Rg ZIe x == - : (>
Q

Potencjał C o u 10m b o w s k i V w tej przestrzeni wyraza się
funkcją

dR. 2 + [>2 sin 2 ( : ) (d;2+sin20dq;21 = fi d x 2 +.

-ł- Q 2 sin 2 x (d 2 8 + sin 2 e d<p2) ,

jest promieniem kuli granicznej.

Z e 2V= -- (ctgx),
Q"
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ponieważ V jest funkcją harmoniczną w naszej przestrz , enl sferycz 4
nej, tj. speł'nia równ.anie

( sin2 x d V ) =0.dx dx
Podstawiając to do równania S c h T o d i n g e r a

2m
8 'l' + h 2 (E - V) 'IjI = OJ

i wyraza]ąc 1V jako iloczyn zwykłych funkcji kulistych i funkcji
radialnej a (x).

.

" 'v = a (x) P (8) Q (ep),

otrzymamy dla o (x) rownanie

_  ( Sin 2 x d 0 ) + (2 v sin x cosx) (J - m (m + 1) a+A sin 2 x. (J = O, (5.11)dx dx
gdzie l C)

'\' = h 2 Q Z e.;
A  ?  E Q2.

h'"!

Transformacja S = sin X. Q prze.prowadza równanie (5. 11) do szu­
kanego kstałtu

S " + ( m (m -ł- 1)2 \' ctg x) S- -- - S + (A + 1) S = o .
sin 2 x

(5. 12)

Dla v = O równanie (5. 12) przechodzi w równanie typu (4.8) przy
y = 1.

Faktoryzacja równania (5. 12) daje nam

{( + '\' d } f v d' mm l)ctgx-- +- (m + l)ctgx- , -_ł S =­m+l dx 1 m+l dxJ ).A A
= H,n Hm Sm= fA - L (m + 1)] Sm = Hm+l Hm +1 Sm = [A - L (m)]Sm,v ) A v A A

(5. l3a)

(5. l3b)
v 2L (m + 1) = m (m + 2) + ·

(m + 1)2
gdzie
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Całkowalne rozwiązanie z.nikające na końcach przedziału (0,:1t)
istnieje, jeśli

Al = L ( l + 1 ) "= 2 fJ- (>2 Elh 2 '
stąd

_ 1, (l + 2) h 2Et­
2 fl (>2

2 2 e 4 fl

2 h 2 (l + 1)2

Otrzymaliśmy w ten sposób widmo nieciągłe, które dla niewielkich 1
i rosnącego (> dąży do zwykłego wzoru B o h r a, a dla bardzo du­
żych l daje nam bardzo gęste widmo ,opowiadające swobodnej
cząstce.

. Rozwiązując równania (5. 13ab) dla l = m otrzymujemy funkcję
kluczową w postaci:

'X

S = a sin l+l x. e- l+l .

Uogólnienie: Podobnie, jak w przypadku funkcji kulistych, mo­
żemy ł.atwo uogólnić powyższe rozważania, biorąc równanie pier­
wotne kształtu

f" + 2 a f- (l + y) (l + y -1) f + A f = O.X x 2 (5. 14)

Postępując analogicznie jak poprzednio otrzymamy równania po­
A

staci identycznej z (5.8ab) z tym, że operatory H, H będą dane na­stępującymi wzorami: v
fI l+l = l+y _ ax l+y

d
(5. 15a)-,

dx

Hl+l = l+Y _+ ą,- ,v x l+y dx (5. 15b)

. i gdzie
2

L (1 + 1) = a
(l + y)2

Q

. a
] Ali = L (n) = . ·

{n+y)2

Funkcja kluczowa będzie równa
xa

i n = A xll+'Y. e n+y..n'(
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W szczególnym przy,padku dla l = O będziemy mieli dwa rów­
nania rekurencyjne:

( y a d )---+- fI =Afox y ch n,Y n,Y, (5.l6a)

( y a d )----- f o = B f 1 n,"(.X y dx. n, y (5 . l6b)

Przyjmujemy jak zwykle
iL 2 atA.B =----.
1'2 {n+y)2

Funkcje f:, y są rozwiązaniami radialnych równań D i r a c a dlae
1'2 = (k 2 - a 2 Z2), gdzie a == - .

hc
6. Problem K e p l e r a na podstawie równań D i r a c a

PrzeJdźmy do zastosowania powyższego uogólnienia do problemu
K e p l e r.a na gruncie równań D i r a c a. . Dla funkcji radialnych
otrzymujemy tu .następujące równania różniczkowe

XI _K X1 = liC ( l--:-a Z ) X2'dr r h Eo r (6.1b)

dX2 +K X2 = P ( l+ E .+a Z ) ll' (6. la)dr r h Eo r
2

gdzie a =, K jest liczbą całkowitą dodatnią = 1, 2, 3..., Eo -­
he

jest energią poczynkową. W.prowadzamy następujące skróty:.!.-  1.. E
'Y, = (K-aZ)2'Y2=(K+aZ)2,YtY2 = (K2-a 2 Z 2 )2=Y, £ = "E

. o
i zastępujemy funkcje Xl' 1..2 przez <Pl, rp2 określone za pomocą
wzorów

<Pl =Yl (Xl +X2) Cf>2=Y2 (Xl -X2) ·

W rezultacie otrzymujemy równania:

. ,. _ ( y by 1 )cp 1 -:- b <fJ1 - -+E- <P2r Y2. _ (6. 2a)
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cp' 2 + b CP2 = ( Y - E b J 2 ) <Pl.r Yl
Teraz, zamieniając rpl , CP2 na '\!lI ' '\!l2 określone wzorami

l
(6. 2b)

1V 1 = <Pl + łP 2

l '\!l2 = CPI - QJ2 '

otrzymamy .przez dodanie do siebie względnie odjęcie równań
(6.2ab) układ .następujący:

( 1_ a _ ) 'VI =u ( EK -1 ) 'V2 {6. 3ar Y dr Y
1

( y, a d ) ( E K )-- -+- \V2 = b -+1 'VI­r Y dr y (6 . 3b)

.

Jak widać przez .porównanie z (5. 16ab), równania te będą speł­
nione, gdy za '\łJl weźmiemy f .y a za 1V2 - f, Y' oraz gdy spełniony
jest warunek:

( E Kl ) . a 2 a 2 ( 1 1 )b - 1 = A. B = - . = £2 a 2 Z2 b 2 - - .y2 y2 {n+y)2 y2 (n+y)2Ponieważ .
I'

Ec=­
,

E.J

więc po rozwiązaniau względem E otrzymamy

E = Ef) ( 1 + a 2 2 ) .(n + 1')2

Znaleźliśmy więc znany wzór S o m m e r f e l d a na energię. elek­
tronu wodoru.

Funkcje '\jJ:l = jl i 'V2 = fI 'V możemy o,bliczyć za pomocą zwy­n" n. I
kłych wzorów rekurencyjnych, gdy tylko znamy f:., przez n- lub
n-l -krotn'e ,zastosowanie operatora Hl + 1.

v

7. Zebranie wyników

Chcąc zastosować metodę faktoryzacji do równania różniczko­
\\ego drugiego rzędu

d ( dY )
- p- +qY+AQY=Q
dE) d @

(7 1)
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(gdzie p i q są funkcjami 8), musimy to równanie za pomocą trans­
forma,cji zmiennych sprowadzić do równania typu:

d 2 y

d x 2 + T (x, m) y + A y = O ·

Powyższe przejście da się wykonać przy pomocy podstawienia

(7.2)

A

y=(PQ)  Y l x= f( ; ) d e,
o

jeżeli tylko funkcje p i Q są nieujemne, oraz istnieje iloraz  wszę­
p

dzie w rozważanym przedziale.
Po tym wstępnym kroku pozostaje nadal otwarte pytanie,

czy dane równanie da się zfaktoryzować, to znaczy, czy równanie
(7.2) da się przedstawić w dwu postaciach:

A

Hm+1 Hm+1 y): = (A - L (m + 1» y):v
(7. 3a)

A

Hm Hm y = (A - L (m» ymv A A, (7. 3b)

gdzie A d
Hm = k (x, m) - d x (7. 4a)

i
d

Hm = k (x, m) + -.v dx
Oczywiście zależy to od kształtu r (x, m). Porównując bowien1

równania (7.3a) i (7.3b) wypisane explicite z równaniem pierwot­
nym (7.2) znajdziemy, 'że funkcje k i L n1uszą spełniać następujące
zależności:

(7. 4b)

1

d
k 2 (x, m + 1) + -k {x, m + 1) + L (m + 1) = - r (x, m)dx

d
k 2 (x, m) ---k (x, m) + L (m) = - r (x, m).tIx

Podstawiając w .pierwszym równaniu m za m + ,1 otrzymamy osta­
tecznie

d- [r(x,m-1) + r (x, m)]dx
k (x m) =, . 21 r (x, m-l) - r (x, m)]

15 Postępy Fizyki II
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l
1

L (m) = - - [r (x, m - 1) + r (x, m)] - k 2 (x, m) ·
2

(7. 6)

Dla dowolnej fUTlkcji r (x, m) możemy więc znaleźć k (x, m),
ale faktoryzacja będzie możliwa jedynie wtedy, gdy prawa strona
wyrażenia (7.6) jest niezależna od x, co narzuca od razu pewne
warunki konieczne dla r (x, m). Wychodząc z tego warunku można
łatwo zn.aleźć możliwe postaci funkcji r (x, m), dla których równanie
(7. 2) daje się zfaktoryzować. Jeśli założymy, że k (x, m) ma się
dać przedstawić w postaci szeregu potęgowego względem m, to
okaże się, że tylko kilka funkcji r (x, m) jest możliwych. Przypadki
te wraz z przyporządkowanymi k i L są zestawione w ,poniższej
tabelce:

T (x, m) k (x, m) L (m + 1)
1 -x 2 -2m -x 2m+ 1

1 (m-+)ctgx--m 2 m (m + 1)2 4 +
sin 2 x 4

_ m (m + 1) m 1 13 --­
X x 2 x m (m + 1)2
2 v ctg x - m(m + 2)­v v 2
m (m + l) mctgx-­4 m (m + 1)2

x 2

- (a + m)2 (a-  +m )ct g x­4 _ +sin 2 x (a + p + 2 m + l)!5 -(-++m)tg:r-(B + m)2
.1:+ ­

cos 2 x
"

(m2 -  ) 1m-­2 O6 _x 2 X
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Funkcje T (x, m) tu podane dają szereg bardzo. ważnych równali
mechaniki kwantawej. Oczywiście razszerzając nasze założenia co
da pastaci k (x, m) dałoby się ten szereg znacznie pawiększyć. Zo­
stała ta zresztą w pewnej mierze już zrabione. Dla naszych zasta­
sawań .zn.acznie ważniejsze są jednak inne sposaby razszerzenia
stasowalnaści metady faktaryzacji. Są to tzw. faktoryzacje sztuczne.
Tak więc, jeżeli pa dodaniu da T (x, m) pewnej funkcji zależnej od
m otrzymamy To (x, m) = '! (x, m) + t (m) dające się zaszeregaw.ać
pad któryś z typów naszej tabeli, ta równanie się nie zmieni, jeśli
będziemy zamiast (7.2) rozpatrywaćd 2 y I

--+ T ( X m ) + A Y = Od ') o , ,
X"

gdzie

A' = A-t(m).

Inne mażliwaści mamy wtedy, gdy mażemy wprowadzić funkcję
To (x, m, f1), która nłależy da standartowych typów, jeśli będz'iemy
traktowali f1 jako parametr araz jeśli będzie spełniana zależność

TO (x, m, m). T (x, m).

Dla równania

d 2
_1t + To (x, m, fl) y + A y =0
dx 2

atrzymamy tera.z zależnaść razwiązania Yi (,..,) jeszcze ad para­
metru fl, tak że pażądanymi razwiązaniami będą fu'nkcje Yi (m).

Inną jeszcze mażliwością jest, że T (x, m) = To (x, Q) czyli że pa-:­
żądane razwiązanie jest rozwiązaniem bardziej agólnego równania
z. TO (x, m') dla specjalnej wartasci m' = Q. (np. wyżej przytoczone
razwiązanie równań D i r a. c .a).

Opróc.z tego. rodzaju razszerzenia zakresu stasaw.alności metady
faktaryzacji na dradze ścisłej możemy razwiązywać wiele równań
drogą przybliżaną, metod,ami rachunku perturbacyjnego. Dakała.
każdego. z wyżej wymienianych czystych typów istnieje więc plej.ada
pakrewnych równań, razwiązalnych w przybliżeniu. Sposób tr.ak­
towania takich przypadków padamy na przykładzie zjawiska
S t ark a.

15.
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8. Zastosowanie metody faktoryzacji do rachunku perturbacji

Dla problemu niezakłóconego mamy znane nam równanie:o o
y" + r[ y + A y = O .

Gdy znajdziemy odpowiednie fun.kcje k7 i L, możemy znaleźć
równania faktoryzacyjne. Uzyskujemy w dalszy,m ciągu dobre
dra-biny rozwiązań dla te.go -przypadku. Gdy występuje zakłócenie,
którego wielkość zależy liniowo od parametru E, możemy w pierw­
szym przybliżeniu napisać

o

T = T + E r\ 'A = 'A 0 + E Al, k = k O + E k\ L = LO + E L1. (8.1)

Wszędzie w tych rozważaniach opuścimy wyrazy wyższych stopni
względem parametru E ja.ko małe wyższych rzędów.

Mając dane r 1 chcemy znaleźć k 1 l i L1 l .opierając się na znanym
rozwiązaniu pro-blemu niezakłóconego. Nasze operatory wyrażą
się teraz wzorami:

1

dx
dHl = kI- + -.v dx

Równania problemu można na,pisać w dwóch postaciach:

A

Ht = ki
d

A

fI'ł+1 Hl +1 yi = [A - L (l + 1)] yi,
v

(8. 2a)

A

H l +l H t +1 y = [A - L (l + 1)] y.l.
A A

v
(8. 2b)

Potępując normalną drogą otrzymamy równania pierwszego rzędu
pozwalające na tworzenie nowych funkcji:

Ht+1 y+l =V L (n + 1) - L (l + 1) y
v

(8. 3a)

1 A

!i t + 1 y= V L (n + 1) - L (I + 1) y+" (8. 3b)

gdzie
An = L (n + 1)

1
x

fk (x. n+t) d x
y=A.eo
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Gdy ograniczymy się do perturbacji pierwszego rzędu, czyli do
zakłóceń T, k, L o postaci danej przez wzory (8. 1) problem spro­
wadzi się do znalezienia kil i Lii.

Weźmy j.ako przykład elektron w polu C o u 10m b o w s k i m,
z nałożonym słabym jednorodnym polem elektrycznym jako zakłó­
ceniem. Wtedy

o :- 2 a l (l + 1) .Tl----- ,X x'3 l _2a' + Z (Z+1) +2 .T 1-- x,X a kOI=- a , LO(I)=­x Z Z2 '
co znamy już z problemu wodoru. Podstawiając wzory (8. 1) do
równań (8.2ab) i odrzucając małe drugiego rzędu, mamy po skaso­
waniu się wyrazów zerowego rzędu, równości

2 kf)l kll+ kl'l+ LI(Z)= - Tli_l, (8.4a)

2k O [ k 1 1 - kI' 1+ L I ,l) = - Tlle (8.4b)

Odejmując drugie z tych równań od pierwszego mamy

2 k 11 1 = 2; k 1 1 = x + c.a a
Dodając oba równania dla wyz,naczenia stałej c i podstawiając wy­
rażenie na kil otrzymamy po zróżniczkowaniu względem xt t

4 k o' k I + 4k o k I' , ,l l . l l=-Tl-l- T l.
Porównując współczynniki przy równych potęgach, mamy.

4 l 4a'-C=-,
x 2 x 2

d . l l + a'co aJe k ,=-x -.a l
Musimy znaleźć jeszcze Ll(Z), co zrobimy porównując wyrazy wolne
Y'l pierwszym z równań (8. 4). Znajdujemy

21 2 + 2 a a' + + L't!) =a l a (Z-1) Z
,

a

skąd
3 1 :J ') ,Ll(Z) = __  aaa l
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mamy więc ostatecznie

An= _ 1 +E ( _ 3(n+I)2 _ 2aa' ) .(n+ 1)2 a (n+ 1r
Jak widać, przybliżenie to nie ma sensu dla wielkich n.

Funkcja kluczowa lJJ: wyrazi się wzorem

o x o [ n + 1 a f x )]'V n =1V'I[ 1 +EJk (x,n+ 1) dx]=\Vn-[1 +E -- x 2 - ·n n o n 2 a n+l
Pierwsza z powyższych równości zachodzi ogólnie dla wszystkich

perturbacji do których stosują się wzory (8. 1). Należy zwrócić. k ' l · 1 d ." 1 .' ł l(l+l) kt 'uwagę, ze przy o res anIU r l wprowa ZI lsmy sta ą --, ora
a· .., .. . l .   + l (l + 1) B d .nIe zmIenIa rownanIa, Jeze l I\,liz = I\,mat . ez wprowa zenla

a
tej stałej nie moglibyśmy jednak przeprowadzić faktoryzacji, nie
wszystkie bowiem r .(x, m) dają się sfaktoryzować.

Chodzi o to, aby funkcje problemu zaburzonego były funkcjami
nawiązującymi do danego stanu niezaburzonego.

DODATEK

Dowód twierdzenia IV z rozdz. 3 podany przez p. P i d e k ó w n ę

Dla A =1= 2 N + 1 ni'e istnieje rozwiązanie równania
A

H H 'ljJA = (A-l) 'll'),
v

(1)

czy li
" ( <;"2  )'!J A =  - I\, 'VA.

całkowalne w kwadracie.
Dla dowodu musimy naJpierw udowodnić kilka lemmatów:
1. Z '!JA  O wynika, że i pochodna '!JA  O dla   + 00.
Istotnie, każda całka równania (2) jest poza ,pewnym przedzia­

łem skończonym funkcją wypukłą względem osi , gdyż

(2)

"

'IjJ). = 2 - A > O
"V )

dla
I  I >lff.
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Stąd wynika, że dla  > \fi: 'ł'i. nie posiada miejsc zerowych, jeśli
nie jest torżsamościowo zerem. a więc, że jest stałego znaku. Funkcja
\lJ" /" ma więc (na podstaWIe (2» również stały znak, czyli 'l" A jest
funkcją monotoniczną. 'V',... posiada więc granicę dla   00; granica
ta nie może być różna od zera, gdyż 'PA  o.

2. Z tego, że 'ł'A jest całkowalna z kwadrate,m wynika, że

H 'VI..  O.
v

Z definicji
H 'ł'A =  'P A + 'ł'  ;
v

'P'A  O; aby zbadać granicę  'PA. całkujemy równanie (2):
Ę

'P'A=j (2-A)'V}" d + const.-00

Lewa strona dąży do zera dla -;  + 00, a więc
+00

f CĘ,2 - A) 'PA d
- :::>o

jest ograniczona. Funkcja podcałkowa - będąc stałego znaku poza
pewnym 'przedziałem - musi znikać w + nieskończoności. Zatem
z tego że

21VA -+ O wynika, że i  \VA -7 O oraz H 'V)...  O .dla   + 00.
v

3. Z tego, że 'VA jest całkowalne z kwadratem wynika, że i H 'łPAv

jest całkowalne z kwadratem.
Istotnie, m,nożąc równanie (1) przez tJ1A widzimy, że prawa strona

jest całkowalna. Całkując obustronnie otrzymujemy:
A

(1I1A,H H 'P A) = (A - 1) (-'l'/' 'VA) ·
v

Dla lewej strony spełniony jest dla   + 00 warunek 111)" H 'A  O,v

można więc zastosować twierdzenie o operatorach sprzężonych.
Otrzymujemy

(H 'PA' H 'VA) = (A - 1) (lpA' 'PA)v v (3)

skąd wynika (prawa strona ma sens!), że H ''PA jest całkowalna
v

z kwadratem.
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4. Jeżeli 'VA =1= O i 'A=/=- 1, to H'PA =/=- O,
v

Gdyby przy podanych zało'żeniach było H 1Jli.. - O, wówczas
v -­

z równania (1) mielibyśmy

('A - 1) 'łP A = O ,
co jest niemożliwe.

5. Nie istnieją wartości własne mniejsze od l. Widać to odrazu
z równania (3).

Na ,podstawie powyższych lemmatów dowód przebiega dalej
w sposób podany w rozdziale 3.

Warszawa, październik /950 r.
Zakład Fizyki Teoretycznej I
Uniwersytetu Warszawskiego



WŁODZIMIERZ MOŚCICK I

MEZONY

(c. dalszy)

'tV technice kliszowej stosuje się metody stanowiące wszelkie
możliwe kombinacje pomiarów dwu z trzech wielkości potrzeb­
nych do wyznaczania masy cząstki (wzory II, 2, 3).

Przy stosowaniu metody, w której masę wyznaczamy ze zna­
jomości energii i prędkości, wychodzimy z następujących argu­
mentów: ponieważ gęstość jonizacji zależy tylko od prędkości
(wzór 11-6), przeto na mocy (II-c)

dWł'dR=f{v) (II-H)

nie zależy od masy cząstki. Ze względu na to, że W jest prop or­
cjonalne do masy cząstki M, mamy też dla dwu cząstek o tej
samej prędkości i o masach MI i M 2

R 1 /R 2 =M 1 /M 2 , (II -12)

jeżeli Rl i R 2 oznaczają odpowiednie zasięgi. Jeżeli więc znajdzie­
my empiryczny wzór W= W (R) dla jednego gatunku cząstek o zna­
nej masie, to porównując zasięgi tych cząstek z zasIęgami np. mezonu
w tym samym materiale jesteśmy w stanie wyznaczyć masę me­
zonu, o ile prędkości obu porównywanych cząstek przy wejściu
do absorbenta będą identyczne.

Bezpośrednie pomiary (L a t t e s et al. (48), B ark a s et al. (?) )
wykazały, że dla protonów spełniony jest związek

Wp = kR; (11-13)

(k, n-stałe); wobec tego dla mezonu o masie fl mamy równanie
n '-12

W = k · Rp. · (fl,Mr · (11-14)
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Jeżeli więc posługujemy się do wyznaczenia masy mezonu
wielkościami W i v, to pier"\vszą wielkość uzyskujemy z równania
(1]-14), drugą natomiast z wartości jonizacji właściwej J (11-6),
która - jak widzieliśmy - jest tylko funkćją prędkości (dla z= 1).
Z obserwacji gęstości ziaren emulsji wywołanych wzdłuż toru
cząstki możemy bezpośrednio WIlioskować o jej prędkości v 15),
Mamy więc dla cząstek powolnych (a tylko takie wchodzą przy
tej metodzie w grę)

W=/lv2/2=R (r -n (11-15)

skąd

(kI - stała).

W praktyce postępuje się trochę inaczej. Ponieważ z wywoła­
niem każdego ziarna w emulsji związana jest określona strata
energii, przeto W= const. N, gdzie N oznacza liczbę ziaren. Mamy
wobec tego dla takiego samego ubytku prędkości protonu i mezonu

=kl · Rp.. v -2/n (11-16)

Rp/Rp. = NpjNp. = Mj'r, (11-1 ea)

tZll. że jeżeli empirycznie ustalimy dla protonów związek po­
'111iędzy liczbą ziaren wywołanych i zasięgiem

N p = f (Rp) (11-18)

to dla mezonów będzie odpowiednio

Np. = ł / M. f (Rp) = l / M · f (Rp. · M/'r) {II-19

i związek ten zależy już tylko od poszukiwanej masy.
Oclkładając log N w funkcji log R dla dwu rożnych cząstek,

których masy chcemy porównać, i prowadząc 11astępnie prostą
log N = log R, która przecina obie wykreślone funkcje log N =
f (log R) w punktach odpowiadających tej samej prędkości cząstek
(II-1ea), otrzymujemy na stosunek mas stosuIlek wartości R dla obu
uzyskanych w ten sposób punktow. Rys. b pokazuje wykres

15) Oczywiście, emulsja musi być uprzednio "wykalibrowana" przy pomocy
np. protonów o zDanej prędkości.
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log N=f (log R) dla protonó\\- (krzy\\-a górna) i mezonów, których
lTIasę zan1ierzanlY w'yznaczyć 16).

10. Liczba wm

$

{L/
lO//

\.o /
2

I().)

s

2

m,- = ó..
m rr'"

10 3 2
Rys. 6

Inna metoda stosowana przy użyciu emulsji opIera SIę l1a
.lnalezieniu pędll i energii cząstki.

Jedna z modyfikacji tej metody została zaproponowana przez
p o w e l J a i R o s e n b l u m a (65): d,vie klisze obrócone do siebie
emulsją światłoczułą, oddzielone odstępem rzędu kilku mm,
umieszcza się w polu magnetycznym tak, ażeby linie pola prze­
chodziły prostopadle do powierzchni klisz i do spodziewanego
kierunku lotu mezonu. Jeżeli jakakolwiek cząstka jonizująca pada
na kliszę tworząc z powierzchnią kliszy niewielki kąt, to w emulsji
powstaje ślad wyznaczając chwilowy kierunek pędu cząstki. Po
wyjściu z warstwy światłoczułej cząstka dostaje się w obszar
działania pola magnetycznego. \V obszarze t'Yln składowa pę(lu
tej cząstki prostopadła do kierunku linii sił pola magnetycznego
doznaje skręcenia o pewien kąt - tak że po przedostaniu się do
następnej kliszy kierunek lotu cząstki jest zmieniony.

Mierząc kąt, jaki tworzą z sobą tory cząstki ,,, obu kliszach.
natężenie indukcji B, odstęp pomiędz'y punktami, ,\I któr"ych cząstka
weszła do obu klisz, oraz odległość pomiędzy kliszami, można
wyznaczyć całkowity pęd cząstki.

Drugą wielkość potrzebną do wyznaczenia masy można określić
z zasięgu R cząstki w emulsji światłoczułej. Jest rzeczą jasną, że

2 s
.

ZOJ/(f '" łl
5" 10.

16) Na rysunku krzywa dolna odnosi się do mezonu :t. (Por. rozdz. III).
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to ostatnie nl0żliwe jest tylko wtedy, kiedy badana cLąstka za­
trzymuje się w kliszy. "r yuiki uzyskane tą nletodą pozwalają na
znaczne zInniejszenie błędów. którymi obarczone są pomiar) przy
stosowaniu innych tecllnil wyznaczania masy metodą kliszową.
Daje też ona najpewniersze wartości na nlasę mEzonu  z pomiędzy
tycll, które otrzymano przy użyciu techniki kliszowej. F r an z i n et ti
(34) otrzyulał w ten sposób 11a IDasę mezonu  wartość

=(21'Z + 4)m Q . (II -I O b)

Zbliżoną w zasadzie lnetodę stosuje się do badania mezonów
uzyskanych przez bonlbardowanie cząstkami u lul) deuteronami
rozpędzanyuli przy pOlnocy syncllrotronu (p. rozdz. III e). \Viązka
lnezonów wylatujących z płyty grafitowej bOInbardowanej cząst­

oc

6

Rys. 7

karni a o dużej energii (rzędu 400 MeV)-zostaje zakrzywiona w polu
magnetycznym synchrotronu, a następnie pada prostopadle na
kliszę o grubości emulsji 100. KOlnbinując mierzony w emulsji
zasięg mezonów ze znanynl promieniem krzywizny toru (p. rys '2')
można było wyznaczyc masę cząstek zatrzymanycll "\\T kliszy ze zna­
cznie większą dokładnością niż masę mezonów prolnieniowania kos..
micznego Otrzymana w ten sposób (G a r d e II e r, L a t t e s (3'7),
Burfening, Gardener, Lattes (16)) wartość

=(215 + 4) mu, (II -1 O c)

stanowi zupełnie pewny dowód na to, że mezon) pronlieniowania
koslnicznego są identyczne z mezonami "sztucznymi".

Podstawowe znaczenie posiada metoda stanowiąca kombina­
cję, w której do wyznaczenia masy posługujemy się prędkością
uzyskaną z analizy gęstości ziaren wzdłuż toru cząstki oraz wartością
pędu z analizy średniego kąta rozproszenia kululnbowskiego. Donio­
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słość tej metody polega na tym. że poz,,-ala ona na określenie
nlasy cząstek o tak wielkich energiach. przy których inlle metody
całkowicie zawodzą (64).

Podana przez ,V i II i a 111 s a (100) teoria rozproszeń kulombowskicl]
pokazuje, że średnia wartość k'\adratu rzutu odchylenia toru
cząstki, wynikającego z rozproszeń kulombo,vskich, na dowolną
płaszczyznę - < a 2 > - jest funkcją pędu cząstki p, drogi przebytej
w ośrodku rozpraszającYlll l. liczbyatolnów rozpraszających
w jednostce objętości N. oraz nUllleru porządkowego atomów
rozpraszających Z. Funkcja ta posiada kształt (J a n o s s y l. c.)

< a 2 > = 8 J{ Z2 e 4 M 3 log 181Z- I / 3 ,
3 A P (V/C)2

(II -20)

gdzie A oznacza pewną stałą.

Znając stałe charakterystyczne ośrodka N i Z można przez
pomiar < a 2 > i l wyznaczyć P. Korzystając ponadto ze związku
(11-6) można wyznaczyć, przez pomiar liczby ziaren na jednostce
drogi wzdłuż toru cząstki, jej prędkość.

Metoda ta, opracowana przez Goldschmidt-Clermont et al.
(l. c.), była stosowana przez Davisa et al. (2'7), Camerini et
al. (1?) i ze szczególnYlll powodzeniellI przez F o w l e r a (32) do
badania mas bardzo szybkich mezonów (por. IIlb, f).

Ponieważ związek W= W (R) nigdy nie jest zupełnie ścisły ­
Bishop, Bradner i Slllith (13), opracowali nową metodę po­
miaru 11lasy 11leZOllóW uzyskanych na drodze laboratoryjllej, w której
posługujelllY się pośrednio wielkościami W i P.

Dla dwu różnych cząstek o tej samej prędkosci 111alllY zawsze
Pl ; P 2 = MI: M 2 ; jeżeli więc pomiaru pędu dokonujemy przez
pomiar indukcji 111agnetycznej B i prol11ienia krzywizny toru (r) ­
por. (11-5) - to uwzględniając relację (II-17a) lllożna napisać dla pro­

. .
tonu l 11lezonu proporcJę.

M/t-L= RM,R = (Br)M/(Br), (II-t?}))

przy CZ)"ll1 rezultat powyższy nie należy JUŻ od empirycznie
znalezionego wzoru W = W (R).

POllliar polega na dobraniu takich wartości (Br)M oraz (Br))
przy których stosunek zasięgów R M : R'r jest równy stosunkowi
(Br)M: (Br) - i bezpośrednio wyznacza M: ł. Metoda ta do wyzna­
czania masy 11lezonu l nie została dotychczas użyta.
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c) Rozpad mezonu l ł.

Zgoclnie z przewidywaniami \? u ka wy mezon sił ją(lrowych ­
yu kon - powinien być cząstką llietrwałą i ulegać spontaIlicznelnu
rozpaclowi ze średnilll czasem życia 0,25 · 10- 6 sek. Ponieważ, jak
okazały prace doświadczalne.. również i mezon proluielliowania kos­
micznego (mezon ) jest cząstką nietr",.ałą, powstało bardzo (lobrze,
jak się wydawało.. uzasadnionp przekonanie, że 111ezon znaleziony
w promieniowanill kosmiczn)"'111 jest własnie przewidywanym teore­
tycznie yukonem.

E

F

Rys. 8

Pierwszym bezpośrednim dowodem nietrwałości mezonu była fo­
tografia opublikowana w 1940 r. przez ,,, i II i a fil s a i R o b e r t s a
(101) Fotografie tę (rys. 8) uzyskano w komorze W i l s o n a stero­
wanej licznikami G. M. Na fotografii tej powolIlY mezon przedo­
staje się do komory i, rozpadając się, enlituje szybki elektron.
Fotografii tego zjawiska posiadamy obecllie kilkadziesjąt ((2), (5),
(12), (45) (101)).

Szczególnie ciekawe światło na Inechanizm rozpadu mezonow
rzucają prace A n d e r s o n a (2,3), któremu udało się uzyskać okoto
7'3 zdjęć rozpadów mezonu w kOlIIorze ,,- i l s o n a i pomierzyć
energie wyrzucanych elektronów (patrz II-g).

I'otografie rozpadu IneZOJIU z '\Tyrzucenielll elektronu uzyskuj e
się też przy użycill techniki kliszowej. Na rys. 9 "'TidzinlY fotomikro­
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mozaikę rozpadu mezonu, opublilo,vaną:przez P o w e l I a (1/15,16).
Tor elektronu rozpadowego oznaczony jest na tej fotografii literą e.

Obok bezpośrednich dowodow nietrwałości mezonu.. wynikają­
cych z opublikowallych fotografii.. isłllieją też dowody pośrednie.
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Rys. 9

Jednym z takich dowodów, pozwalającycll na ocellę średlliego
casu życia mezonu, jest stwierdzon y doświadczalnie fakt, że ubytek
natężenia promieniowania mezonowego zależy nie tylko od wspoł­
cZYllnika absorpcji materii, przez którą mezony przelatują,
ale ponadto od przebytej drogL Idealizując wyżej powiedziane,
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można by dać następujący obraz: wiązka promieniowania IUezo­
nowego o natężeniu lo, poruszająca się w próżni w określonym
kierunku, będzie ulegała ciągłenlu osłabianiu natężenia i po pewnym
czasie natężenie jej zmaleje do zera.

W powietrzu zjawisko jest bardziej skomplikowane. Nakła­
dają się tu dwa efekty; strata energii mezonu wskutek procesów
zachodzących w ośrodku wzdłuż drogi przelotu - strata ta może
wreszcie osiągnąć wartość równą energii początkowej mezonu i spo­
wodować zatrzymanie t się mezonu - oraz drugi efekt, niezależny
bezpośrednio od pierwszego, a mianowicie różne od zera prawdopo­

f 2 3

M

A

p
A'

B

Rys. 10

dobieństwo rozpadu nlezonu. Superpozycję tych dwu efektów obser­
wuje się jako tzw. anomalię absorpcji, polegającą na tym) że
natężenie promieniowania mezonowego maleje szybciej przy przej­
ściu warstwy powietrza niż przy przejściu równoważnej pod
względem zawartej masy warstwy np. ołowiu (F o II e t, C r a w­
s h a w (31)).

Z obserwacji absorpcji allomalnej można w zasadzie obliczyć
średni czas życia mezonu w sposób następujący. Wybierzmy z bieg­
nącej prostopadle do powierzchni Ziemi wiązki promieniowania
kosmicznego mezony o określonych pędach. Wyboru takiego może­
111Y dokonać przez odpowiedni układ teleskopowy liczników G. M.,
przedzielonych clobranymi warstwami ołowiu i ustawionych w ukła­
dzie koincydencyjnym lub antykoincydencyjnym. Rys. 10 poclaje
schemat urzą(lzenia. Z wiązki promieniowania mezonowego wy­
bieramy 3 mezony (oznaczone na rysunku cyframi 1, 2, 3) o róż­
nych pędach. Pomiędzy płytami ołowianymi M i P, służącymi
jako materiał absorpcyjny, ustawiamy teleskopowy układ liczników
w koincyclencji (A, A'). Jest rzeczą jasną, że układ ten rejestro­
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wać będzie tylko takie mezon"y. ktorycb Pt:J- są większe ocI pędu
nlezonu 1 absorbowanego ,\- filtrze P Pod płytą M ustawiaJny
ZJIÓW liczniki B w antykoinc dencji do A: liczniki te z liczby inl­
Plllsów zarejestrowany"cll przez liczniki A wybierają tylko takie,
które oclpowiaclają 111ezonom o pędach '\ystarczających do !Jrzejścia
filtru p, ale nie wystarczając-ch do przejścia przez oba filtry. Drugi
analogiczny pomiar wykonY"Tuje się bez warstwy ołowiu P w nliejs­
cowości położonej niżej i przedzielonej od poprzedniej taką warstwą
powietrza, której lllasa rÓ\\Tna się ulasie ołowiu zawartej w filtrze
P. Gdyby mezony I)yły cząstkami trwałymi, liczba ich w (lruginl
doświadczeniu musiałaby być równa tej liczbie, którą otrzymaliśm"y
w doświadczeniu pier,,"szyul. Jeżeli jednak jest to cząstka nietrwała
o średnim czasie Lycia to, to po UIJływie czasu dl z N lnezonów
rozpadowi ulegnie

dN= 1 N.dl, (JJ-21)
lo

mezonów. Wobec tego liczba me70nÓ\V, które "\vinny (lojść do apa­
ratury położonej niżej, bęclzie:

N=Noe- t / to  (11-22)
(I oznacza czas przelotu 111ezonu P0111iędz)T lllicjsco,vościallli obserwa­
cji, No liczbę Inezollów typll ,,2", znaleziollycll w pierwszym do­
świadczeniu). Znając N i No możeulY ,vyznaczyć to. 1'rzeba jednak
zwrócić uwagę na to, że tak zmierzollY śrc(lni czas życia wypaclnie
różnie dla mezonów o różnych pędacll. Należy bowiell1 u\vzględnić,
że czas w układach poruszających się wzglt;delll obser"\vatora ulega
lorentzowskiej dylatacji i że wielkość tej dylatacji zależy od pręcIko­
ści ruchu, a więc tutaj od pęclu 111eZOHll. Mezony szybkie będą
posiadały dłuższy średni czas życia w układzie odniesiellia obser­
watora niż mezony powolne. Pragnąc llwolnić się od tej nieokreś­
loności należy wprowadzić czas własllY mezonu, tzn. czas w ukła­
dzie spoczywającYln względem o))serwowanego mezonu. Jeżeli średni
czas życia mezonu spoczywającego oznaczymy przez to, to średni
czas życia mezonu poruszającego się z prędkością v będzie

gdzie
tv = (3 to , (II -23)

(3 = {1- (V/C)2} _1/ 2 .

Ponieważ energIa mezonu
E=mc2=flc p, (11-24)

16 Postępy Fizyki II
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.
WIęC

=E tC2 (11-25 )

i rÓWl1aIlie (11-23) nl0.lna napisać:

tv = to · E/ lO c 2 . (11-26)

Pau1ięŁając, ze dla cząstek o prędkości zbliżonej do prędkości
. ś,viatła,

P=Mv  Mc=Ejc, ( II-27')

otrzymamy ostatecznie na liczbę mezoI1ów o wybranych lJędacll
P, które dolecą do drugiej, położoI1ej niżej aparatury,

- Lx
N=Noe Plo' (1 T -28)

gdzie x=cf oznacza o(lległość dzielącą obie aparatury.
Przewiclywana przez teorię aIlomalia w absorpcji l11ezonów do­

strzeżona była w 1936 r. przez F' o II e t a i C r a W s 11 a w, (I. c.).
DokładI1iejsze zl]adanie tego zjawiska zawdzięczaulY szkole A n­
g e r a (57). Teorię zja,viska podał K u l e n k a m p f f (47 i 62).

JolI 11 S o n i P o 111 e r a n t z (44) n1ierzy li W celll wyznaczenia
średniego czaSll życia meZOI1U licz])ę koiI1cydencji poczwórnego tele­
skopu, skierowanego w pierwszej serii p0111iarów pionowo i osło­
niętego warstwą 8,9 111 wody aIJ)o płytą ołowianą równoważI1eJ
gru])ości; druga seria pOlniarów wykonana była przy teleskopie
skierowanym pocI kątem 58° względem pionu, w którYIll to poło­
żenilI warstwa powietrza atmosferycznego była równoważna po­
przednio llżytej warstwie "'Tody lu}) ołowiu + warstwa po,vietrza
z pierwszego ustawienia. \\ OblI cloświadczeniacll okazało się, że
liczba koincycleIlcji teleskopu ustawionego pochyło jest mniejsza
Qd liczJ)y koincyclencji w teleskopie ustawionYI11 pionowo. Interpre­
tacja wyników doświadczalnyell prowadzi do wyznaczenia średniego
czaSll życia lIleZOI1l1 l, który wypada w granicaclI od .2 do 4 mikro­
seklind. R o s s i, J I i l b e r r y i J-ł o a g (71) pOSłUglIjąC się aparatlirą,
której scllelnat icleowy pokazllje rys. 11, dokoI1ywali pOlniarów na­
tężeIlia składowej 111eZOnowej na różnyc}1 wysokościach (C"hicago
180 111, DeI1ver - 1616 IIl, Ecl10 Lake - 3240 IIl, Mt Evans .-- 4300
111). POlIliarów dokonywano: L) bez i 2) z filtrem grafitowyn1 (G ­
rys. 11) o gru])ości ok. 80-90 g, cm 2 , u111ieszczonym nad teleskopem A,
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B, C, osłoniętym skrzynią oło"\\-ianą (Ph). \V Ylliki uzyskane przez
autorów pracy dały na średni czas ż,-cia lnezonu wartość ok. 2
mikrosekund.

' r.iG
I .. II I

I /
Pb<  / A_ B

/
./1--.---.--J'- C

'" "
Ry. 11

At () te A
Pb o B

.c
\

Inne prace (Berna reI in i et al. (10), N ielsen et al. (58),
N e h e r i S t e v er (55)), przeprowadzone zbliżonymi do opisanych
metodami, dały \\Tyniki zgodne z poprzednimi - nie polepszając
jednak dokładności w wyznaczeniu średniego czasu życia mezonu.
Dopiero wprowadzenie układu antykoincydencyjnego i separacja
mezonów określonego pędu według schematu ideowego podanego

, na rys. 10 pozwoliła R o s s i e ID u (70) na znaczne poprawienie
precyzji oceny średniego czasu życia mezonu f.! +. W wyniku
przeprowadzonych pomiarów R o s s i znalazł

to = (2,4 + 0,3) f.! sek. (II-29a)

Znacznie pewniejsze wyniki uzyskuje się mierząc bezpośrednio
średni czas życia meZOllU spoczywającego. Typowy schemat apara­
tury slużącej do tego celu podaje rys. t2. Koincydencyjny teleskop
liczników A, B, C, D, wydzielający, dzięki filtrowi ołowianemu (Ph),
przedzielającemu liczniki, składową twardą promieniowania kos­
micznego, rejestruje przejście mezonu tylko w tym przypadku,
kiedy mezon ten zostanie zaabsorbowany w bloku żelaznym (Fe),
pod którym umieszczony jest zespół liczników F pracujących
\v antykoincydencji względem teleskopu A, B, C, D.

Kończący sóJ żywot mezon ulega rozpadowi na elektron
i ewtl. jedną lub kilka cząstek niejonizujących. Momeni poja­
wienia się elektronu może być określony przy pomocy układu licz­
ników E, których wyładowanie jest warunkiem koniecznym reje­
stracji impulsu. całej aparatury. Oczywiście, wyładowanie w liczni­
kach E zachodzi w pewnym odstępie czasu po rozbrojeniu układu

10.
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A, B, C, D; wobec czego antykoincydencja (A, B, C, D, - F, : E) może
nastąpić tylko w tym przypadku, kiedy impuls A, B, C, D zostanie
zapóźniony względem E o okres czasu odpowiadający czasowi życia
mezonll rozpadającego się w absorbencie Fe.

\ I
Bp

F@  (i?)F
"

o ,O,

£. a  O
Ol " lOO' P

,

F «900.

Rys. 12

Pierwsze prace poświęcone oznaczeniu średniego czasu życia
mezonu spoczywającego, posługujące się metodą koincydencji za­
późnionych, dały -- ze względu na niedostateczne opanowanie
techniki zapóźnień - wynik negatywny (1/45). Powtórzenie
doświadczenia przez R a s s e t t i e g o (66) dało wynik pozytywny.
W pracy Rassettiego materiałem absorbującym mezony był blok
żelazny o grubości 10 cm. Stosowane zapóźnienia wynosiły: 3,6"
3, 1 i 1,2  sek. Liczby elektronów rozpadowych opuszczających
absorbent w przedziale określonego zapóźnienia i powodujące
wyzwolenie impulsu (A, B, C, D, - F : E) dały w ciągu 20'7 godzin
pracy aparatury odpowiednio liczby: 1'70? 142, 1{9 koincydencji
zapóźnionych. Zakładając prawo wykładniczego zaniku mezonów
(wzór 46) można otrzymać 3 równania pozwalając;e wyznaczyć to.
Uzyskany rezultat wynosi w tej pracy

1 0 =(3,1 + 1,5) sek. 17) (II -29b)

Precyzja pomiaru została znacznie powiększona w pracy
R o s s i e g o i N e r e s o n a ('72). Aparatura rejestrująca elektrony

­

17) W następnej pracy (I. c.) autor uzyskał wynik 1,5 + 0,3 p. sek.
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rozpadowe 1110gła rejestrować wszystkie elektrony rozpadowe,
które po koincydencji teleskoPll A, B, C D powodowały wyłado­
wanie liczników E (rys. 12).

Zasada układu rejestrującego była następująca: impuJs koincy­
dencji liczIlików układu teleskopowego (T) i impuls liczników E (E)
dawano na wejście specjalnego układu "czasowego". Układ ten
dawał na wyjściu impuls, którego amplituda była funkcją czaSll
upływającego pomiędzy sygnałami T i E. Amplitudę tego sygnału'
odczytywano na oscylografie katodowym, uzyskując w ten sposób
dokładną ewidencję czasu życia poszczególnych mezonów. Krzywa
przedstawiona na rys. 13 przedstawia krzywą kalibracji układu
"czasowego". Na wykresie widzimy amplitudę sygnału wyjścio­
wego w funkcji odstępu czasowego, mierzonego w mikrosekundach.
Jako absorbentów autorzy używali płyt mosiężnych, glinowych

AmpliłVdt1

30

2'

f O

c
o t 2 3 ł S 6 7 8 9 10 J.I. .lek

Rys. 13

i ołowianycłl. Autorzy stwierdzili, że krzywa wyrażająca liczbę
rozpadających się mezonów  w funkcji czasu jest krzywą
wykładniczą posiadającą kształt N= Ae t119 , gdzie A oznacza stałą
ząleżną od warunków doświadczenia, t- czas upływający od
hwili wyzwolenia układu czasowego, (sygnał T) do chwili zablo­
kowanie układu (sygnał E); to oznacza średni czas życia mezonu.
Z uzyskanych danycb można "było wyznaczyć to, które wynosi
w tej pracy

t=(2,15 + 0,07) l sek. (II-29c)

,Dalsze udoskonalenie metody pomiaru średniego czasu mezonu
spoczywającego wprowadził Ż d a 110W (}t{AaH o B, H ay M o B (106),
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który zalniast absorbenta ołowiowego użył grafitu, a zalniast
pojedyńczych liczników rejestrującycb elektron rozpadowy - pary
liczników koincydencyjnych. [nnym udoskonaleniem radzieckiego
lIczonego było ustalenie na drodze doświadczalnej liczby impulsów
przypadkoych i liczby ilnpulsów wynikającycll z fałszywycb
zapóźnień związanych z procesem wyładowania w licznikach.

Dalsze prace związane z omawianym zagadnieniem (C o n v e r s i,
P i c c i o n i (24)), nie dały lepszych dokładności niż uzyskane przez
Ił. o s s i e g o i N e r e s o n a 18).

Dowód na to, że istotnie produktem rozpadu mezonlI  +
jest elektron, przeprowadzili Hincks i Pontecorvo (41)19).
Obserwowali oni straty energii cząstek. emitowanych w procesie
rozpadu mezonu  wynikające z promieniowania hamowania czą­
stki w polu elektrycznym (Bremsstrahlung). traty te porównywano
ze stratami doznawanymi przez elektrony o tej samej mniej więcej
energii (ok. 40 MeV).

Ponieważ prawdopodobieństwo procesu promieniowania Brems­
strahlung zależy od masy cząstki 20), lnożna było stwierdzić, że
masa cząstki emitowanej w czasie rozpadu mezonu mYl < 2mo.

\V nieopublikowanej do lata 1950 .f. pracy C a m e r i n i i F o w­
l e r (por. Po we] l (64)), zanalizowaJi proces zderzenia cząstki emi­
towanej przez mezon  z elektronem. Ponieważ po zderzeniu nie
istniała możliwość odróżnienia cząstki emitowanej w rozpadzie
od elektronu, z którym się ona zderzyła, wynik uzyskany przez
autorów ma dwie wartości, zależnie od tego, który tor przyporząd­
kowano elektronowi, a który cząstce emitowanej przez mezon.
Stwierdzili oni, że albo 111.. ==(3 + 2)mo, albo m"f)=(1,2 + 0,5)mo.

Obie cytowaIle prace stanowią wystarcząjący dowód na to, że
istotnie cząstką naładowallą elllitowaną w procesie rozpadu me­
zonu jest elektron.
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8) Zbliżoną wartość do (11-29 c), bo io = 2, 11 + 0,1 uzyskał T i c h o (107).
Również metoda analizy magnetycznej z użyciem hodoskopu, stosowana przez
badaczy radzieckich - B a i1 c e H 6 e p r (43) - pozwoHła określić średni czas życia
mezonu p + na ok. 2 l sek.

19) Pracę na ten temat. a]e z mniejszą dokładnością, wykonali też Fletcher
i Forster (30).

20) Natężenie promieniowania elektromagnetycznego ładunku poruszającego
się rucheIll zmiennym jest, jak wiadomo, proporcjonalne do (dv/dlY". Jeżeli cząstka
o ładunku elementarnym przelatuje w pobliżu jądra o ładunku Ze, to przyśpie­
szenie, jakiego doznaje, jest proporcjonalne do Ze 2 /m, '(m - masa cząstki), a na­
tężenie promieniowania (Breu:.sslrahlung) - proporcjonalne do (Ze2/"l') 2.
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«. d) Rozpad i absorpcja jądrowa mezonu l - .

Na wszystkich fotografiach przedsta"\viających zatrzymanie się
mezonów wewnątrz kOnl0r"y \\-ilsollo,vskiej (Wi II i a m s, R o b e r t s
(102), Shutt, De-Benedetti. Jo.hnson (80), Johnson,
S h u t t (15), A n d e r s o II e t a L (2), A d a m s e t a l. (1),
Thompson (10), Leighton Allderson, Seriff (51),
6 H P r e p, 3 i1 A Y c (12)), llderza fakt, że jeżeli me'lon kończy
swój bieg rozpadem z enlisją elektronu, zakrzywienie toru mezonu
w polu n1.agnetycznym wskazuje 11a to, iż ma się tu do czynienia
z mezonem dodatnim. Wszystkie natomiast zidentyfikowane mezony
ujenlne kończą swój bieg bez enlisji elektronu rozpadowego i bez
jakichkolwiek śladów innych cząstek. W y jaśnienie tego zja­
wiska podali w 1940 r. równocześnie Tomonaga i Araki (88)
oraz Pomerańczuk i Migdał (nOMepaHYYI<, Ml1rAan (61).
Zwrócili oni uwagę na konsekwencje wypływające z istnienia do­
datniej bariery potencjału w jądrach atomowych dla procesu chwy..­
tania mezonów. Długozasięgowe siły pola elektrostatycznego
będą działały w sensie przyciągania na mezony ujemne., a w sen­
sie odpychania na nlezony dodatnie. Vv T wyniku tego, zważywszy,
że mezon jest nietrwały, szansa pochwycenia mezonu dodatniego
jest, praktycznie biorąc, równa zeru. 1 o m o n a g a i \.. rak i zna­
leźli, że np. w powietrzu pod ciśnieniem normalnym stosunek
prawdopodobieństw pochwycenia powolnego mezonu ujemnego
do pochwycenia powolnego mezonu -dodatniego przedstawia się
liczbą 10 957 . Okazuje się przy tym, że szansa spontanicznego roz­
paqu mezonu ujemnego wynosi 1 mezon na 30 · 10 6 pochwyconych,
a dla ołowiu nawet 1 : 2,5 . 10 12 . Tymczasem dla mezonów do­
datnich praktycznie biorąc wszystkie mezony ulegają spontal).icz­
nemu rozpadowi.

Pierwsze prace doświadczalne mające na celu sprawdznie
przewidywanych właściwości mezonów tljemnych t- dały wyniki
rozbieżne. Autorzy francuscy (Auger, Iaze, Chaminade (6))
znaleźli wbrew przewidywaniom.. że wszystkie mezony niezależnie
od znaku ulegają rozpadowi. R a s e t t i (66) natomiast uzyskał
wynik, z którego wynikało, że tylko ok. 50°10 zatrzymanych w ab­
sorbencie mezonów daje elektrony rozpadowe. Podobny wynik
uzyskali z dużą precyzją C o n v e r s i i P i c c i o fi i (24) oraz
T i c h o i S c h e i n (8?).

Aparatura, którą się tutaj posługiwal1o, niczYIll w zasadzie nie
różni się od używanej dla oceny średniego czasu życia mezonu.
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Całkowitą liczbę zatrzymanych mezonów daje układ wyzwalający
(ABCD..P) (rys. 12), liczbę elektronów rozpadowych, (a więc i liczbę
rozpadających się mezonów) uzyskuje się analizując liczby im­
pulsów zapóźnionych (: E)" w zależności od wielkości zapóźnienia.
Należy podkreślić, że wszyscy ba.dacze używali jako absorbentów
glinu, żelaza i Inosiądzu.

Precyzyjne pomiary średniego czasu życia mezonów powolnych
zatrzymanych w glinie na wysokości 3.830 m (Climaix, Co­
lorado), przeprowadzoIle przez rr i c h o (8?), dały - wbrew danym
uzyskanym poprzednio na pozioITIie morza przez R o s s i e g o
i N e r e s o n a (?2) - wartość 1,78 + 0,1  sek. T i c h o interpre..
to wał teJI wynik przypllszczając.. że na dużych wysokościach wzrasta
procentowo liczba meZOJIÓW ujenlnych, które rozpadając się z krót­
szym średJlim czaseIIl życia :powodują też skrócenie wypadkowego
średIliego czasu życia mezonÓw obu znaków. Przypuszczenie to
nie zostało potwierdzoIle przez dalsze prace R o s s i e g o (R o s s i,
S a" n d s, S a r d (83)). R o s s i badał czas życia mezonów powol­
nych zatrzYlnujących się w płycie Al na wysokościach: O m,
4.600 m, 8.300 ID i t 1.600 ITI i na wszystkich wysokościach znalazł
czas życia nlezonów w pobliżu dawniej wyznaczonej wartości
t o =2,15 sek. Przyczyn) rozbieżności wyników uzyskanych przez
Rassiego i r-richo lTIOŻna wyjaśnić według Żdanowa (}t(AaHoB,
X a i1 A a p o B (105)), "rozmyciem" zasięgu elektronów rozpadowych
wywołującym opóźnione wyładowanie w licznikach "zapóźnienio­
wych". Powodami tego rozmycia mogą być: 1) rozproszenia ruther­
fordowskie (klasyczne', 2) rozproszenia "zderzeniowe" - o wielkie
kąty - wyrzucające elektrony z kąta bryłowego określonego apa­
raturą 3) fluktuacja energii elektronów związana  promieniowa­
niem hamowania (Bremsstrahlung), 4) konwersja fotonów tego promie­
niowania na pary., 5). anihilacja pozytonów rozpadowych.

Ostatecznego roztrzygnięcia sprawy rozpadu mezonów  doko­
nali C o n v e r s i, P a n c i n i, P i c c i o n i w 1947 r. (23). Autorzy ci
opublikowali wówczas pierwsze wyniki dotyczące badań zachowa­
.nia się mezonów ujemnych zatrzymanych w graficie. Wbrew prze..
widywaniom znaleziono, że znaczna część męzonów ujemnych ulega
rozpadowi. Aparatura którą posługiwali się włoscy badacz.e, po­
zwalała na rozdzielenie powolnych mezonów różnych znak&w.
Istotne to udoskonalenie zostało uzyskane dzięki zastosowaniu
pola magnetycznego odchylającego tory mezonów różnych znaków
w przeciwne strony. Rys. 14 przedstawia schemat aparatury.
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Liczniki A, Br C i A, B, C, D dają potrójne i poczwórne antykoin­
cydencje zapóźnione ('<entymetrowy filtr ołowiany przedzielający
zespoły C i D służy jako absorbent elektronów rozpadowych, tak
że różnica wskazań (A B - C) - (A B - C: D) daje liczbę mezonów
rozpadających się w absorbencie umieszczonym pomiędzy B i C.

E

A

o
Cl

Rys. 14

rory powolnych mezonów wchodzącyclI do aparatury poprzez
liczniki A zostają zakrzywione w polu magnetycznym namagne­
sowanych płyt stalowych (Fe). \V ten sposób tylko mezony jednego
znaku mogą przedostać się do liczników B. Mezony przeciwnego
znaku zostają albo wyrzucone z aparatury, albo też trafiają na
liczniki pracujące wantykoincydencji i odpadają z rejestracji.

Dalsze prace (Sigurgeirsson, )Tamakawa (81), T-icho,
S c h e i n (8'7)), związane z rozpadem powolnych mezonów ujem­
nych w ciałach o niskich numerach porządkowych, potwierdziły
zjawisko odkryte przez C o n v e r s i, P a n c i n i i P i c c i o ni.

Udoskonalenie techniki pomiarowej przez wprowadzenie obok
soczewek magnetycznych układu antykoincydencyjllego umożli­
wiło T i c h o i S c h e i n o w i (1. c) nie tylko potwierdzić jako­
ściowo zjawisko, ale określić ponadto średni czas życia mezonu
f-l- w NaF. Wyrnienieni autorzy otrzymali tu wartość na 1 0 = (1,33 +
+ 0,14) sek. Kontynuując pomiary zmierzyli oni da]ej średnie czasy
życia mezonów dodatnich i ujemnych w różnych substancjach
i analizując uzyskane wyniki podali stosunek liczby rozpadających
się mezonów dodatnich do liczby rozpadających się mezonów
ujemnych. Tab. II zestawia wyniki uzyskane przez T i c h o
i S c h e i n .a.
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T abela II
Materiał . Z znak to N+ jN­

H 2 0 8 + . 2, 1 <) + U,30 1,2
1,89 + O, 15

NaF 10,1 + 2,14 + 0,27' 1,7'
-1,28 + 0,12

Mg 12 + 2,14 + 0,21 1'18
0,96 + 0,06

+ 2,04 + 0,18Al 13 25
0,.7'5 + 0,07'

S 16 + 2,13 + 0,25 3,5
0,54 + 0,12

C s

Rys. 15

Sc'hemat aparatury' używanej przez T i c h o i.S c h e i n a przed­
stawia rys. 15. Liczniki C pracują w koincydellcji liczniki D ...:­
w 'koincydencji zapóźnionej, A ...,.- w antykoincydencji. - ozna­
cza tor mezo'n:u ujemnego, - + - dodatniego,. e 'oznacza tor elektronu,
F  substancję absorbującą, między licznikami Cel i C B . widzimy"
"soczewkę magnetyczną" utwopzońą z dwu szyn żelaznych ż u'zwo­
jeniem zasilanym prądem stałym, ustawionych w ten sposbb, ażeby
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tworzyły zamknięty obwód strllmieIlia indukcji magnetycznej.
'Vidok tej "soczewki" w przekroju przedstawia rys. 16.

V a II-e y (40), a następnie \T a 11  y i R o s s i (91), opracowali
metodę badań procesu spontanicznego rozpadu mezonów - przy
pomocy komory wilsonowskiej.

'\ /\ /,\.: '\
.ł' Vy

LiW
'llfii , .l ",...t

j - \
// '/
v'Y o,A

'y
;;../

H tJ

(I "> c,.,. X ,,<-Ą
''('' ,'''- ",' o

o.

\"'.- W'
\ ':\ 'y,XX «

Rys. 16 Rys. 17
."

Rys. 1? przedstawia aparaturę użytą w tej' pracy. Liczniki CI'
C 2 , C s pracują w koincydencji i stanowią układ wpowadzający me­
zon do o.bszaru komory "i l s o n a (W) znajdującej się w polu ma­
gnetycznym elektromagnesu (H). Bló.ki ołowiane LI i L 2 eliminują
składową miękką promieniowania kosmicznego. Oprócz filtrów
ołowianych komora otoczona jest filtrami wodnymi 11  1 2 umiesz­
czonymi w celu precyzyjniejszego wyznaczenia zakresu pędów
badanych mezonów. S oznacza materiał absorpcyjny, D - zespół
16 liczników pracujących w zapóźnieniu względem C. Impulsy
z liczników D .przechodzące w przedziale czasowym dłuższym qą
1  sek. po impulsie koincydencji (CI C 2 C s ) wyzwalają ekspansję
komory i układ fotografujący.

Ponieważ kierunek zakrzywienia toru mezonu przez pole magne­
tyczne rozstrzyga definitywnie sprawę znaku ładunku mezonowego,
metoda ta daje wyniki jakościowo bezbłędne, odznacza się jednak
małą wydajnością 21).

Pierwsze pomiary (V a II e y (1. c)) wykonane dla rozpadu !-!­
w węglu, wodzie, berylu, stali i mosiądzu wykazały., że w pierw­
szych trzech spontaniczny rozpad ujemnego mezonu występ:uje,
natomiast w dwu pozostałych ośrodkach nie występuje. Po udosko­

· 1

2]) Porównaj r'ozdz. I d,
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!'

naleniu układu rejestrującego udało SIę wyznaczyć średlli czas
życia mezonów rozpadających się w dura]uminie (98% Al).Znaleziono ' 0 -= (0,74 + 0,17) sek. ·
- . W opisanym wyżej zachowaniu się mezonu ujemnego - ude­

rzające są dwie właściw.ości: 1. wbrew teoretycznYITI przewid'y­
waniom odnoszącym się do yukonu mezon ujenIny może ulec
rozpadowi przed pochwyceniem go przez jądro atomowe i 2. po­
chwycony mezon nie daje przewidywanych przez teorię ("'-he e l er
(96)) pobudzeń chwytającego jądra atomowego, na co uwagę
zwrócili jeszcze w 1940 r. Migdał i Pomeranczuk (MHrAaJl,
nOMepaH4YK (L c)).

Szereg prac przeprowadzanych techniką kliszową (O c c h i a l i 11 i,
P o we II (I/50), L a t t e s e 1 a l. (I/42), B r o w n e t a l. (IJ 15.16),
F r a n z i n e t t i (54)) wykazało, że mezony t a]bo kończą swój
bieg bez żadnego wyraźnego śladu cząstek wtórnych na końclI
toru (odnosi się to prawdopodobnie do mezonów ujemnych); albo
też tor mezonu kończy się śladem elektronu wyrzuconego wskutek
samorzutnego r.ozpadu (ma to miejsce prawdopodobnie wyłącznie
dla mezonów +). Nie wykryto natomiast mimo ogromnego ma­
teriału doświadczalnego żadnych śladów cząstek emitowanych
przez jądra absorbujące. Kilka prac poświęcono rozstrzygnięciu
pytania, czy fakt bardzo słabego pobudzenia jądra po pochwyce­
niu mezonu ujemnego przez jądro nie da się wyjaśnić procesem
rozpadu mezonu .na elektron i foton, jeszcze przed aktem absorpcji.
\V ykonane w związku z tym doświadczenia (H i n c k s, P o n t e c o r 'T o
(41), S a r d, A l t h a u s (75), S a r d (74)), wykazały ponad wszelką
wątpliwość, że w procesie rozpadu ewtl. chwytania mezonu przez
jądro nie są emitowane fotony o energiach większych niż ok. 15
MeV - tak że hipoteza ta musi być odrzucona.

Zagadnieniu emisji neutronów w związku z proceselll chwytania
mezonów przez jądro atomowe poświęcone były prace G r o e t z i n..
gera i l-\lure'a (39) oraz Sarda i współpracowników (76'. Obie
prace dały wyniki pozytywne.

Aparatura używana przez grupę S a r d a (rys. 18) składa się
z teleskopu koincydencyjnego AR, przedzielonego 12,7 cm ołowiu,
absorbenta (7 cm ołowiu), oraz układu liczników antykoincy­
dencyjnych C. Poniżej tego układu umieszczone są w dużym bloku
parafinowym liczniki neutronowe 22). Układ rejestrujący pozwalał
­

22) Katody tych liczników pokryte są borem o dużej zawartości BIG. Wskutek
reakcji jądrowej BIG + n -+ LF -t- a zostaje zapoczątkowane wyładowanie w liczniku.
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noto\vać. koincydencje (AB), anrykoincydencje (AB-C), impulsy
neutronowe (N) i ant-ykoincydencje zapóźnione (AB-C: N), przy
CZYI1} zapóźnienie impulsu z liczników N mogło wynosić od 4 do
84 l sek. (\rVielkie stosunko\\To zapóźnienie tłumaczy się tym, że
średni czas życia szybkiego neutronu.. zwalnianego do prędkości
termicznych, a następnie ch,vtanego w liczniku, jest rzędu t5 t sek).

Różnica liczby impulsó'\T (AR-C) aparatlIry pracującej bez płyty
absorpcyjnej (? cm ołowiu) oraz (AB-C) aparatury pracującej
z absorbentem daje liczbę mezonó\v zatrzymanych w absorbencie.
WYl}osiła ona w tej prac'y 0..86 lnin.- 1 . Różnica liczby impulsów

..

(!f:XXX) A

c:xx:xJO. 8:///#£
C

..

Rys. 18

(AB-C: N) bez żadnych zmian w aparaturze oraz (AB-C: N), po
otoczeniu liczników N kadmem dawała liczbę N n =(0,34 + 0,04)
godz.-I, stanowiącą liczbę zatrzymanycb w licznikach N neu­
tronów. Dodatkowe pomiary eliminujące ewtl. rozładowania licz­
ników N przez przypadkowe cząstki przenikliwe pozwalały upewnić
się, że liczba ta istotnie obrazuje częstość wytwarzania neutronów
wskutek procesu chwytania mezonów -. Bardzo stosunkowo mała
liczba zarejestrowanych neutronów pochodzi stąd, że użyta apa- .
ratura posiadała bardzo małą wydajność rzędu kilku procent. Po
uwzględnieniu wydajności aparatury można sądzić, że prawie każdy
akt absorpcji mezonu ujemnego przez j-ądro wiąże się z emisją 'neu­
tronu. Odrzuty jąder spowodowane emisją neutronów obserwowali
Blau, Bloch, Friedeman i Nafe (porównaj Dilworth,
p a g e (28).
r.. Dla precyzyjnego prześledzenia mechanizmu absorpcji mezonu

i efektów wtrnych związanych z absorpcją "\\T różnych materiałach!
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oraz ewtl. roztrzygnięcia pytania, czy z aktem absorpcji mezonli ­
nie łączy się emisja protonu, C h a n g (19) posłużył się aparaturą
przedst.awioną na rys. 19. Wewnątrz komory W i l s o n a K umiesz­
czono 10" folii metalowych. W pracy C h a n g a używano folii
.glinowych o grubości 0,05 mm i 0,8 mm, ołowianych - 0,5 mm,

,.i
,, ,\ ,;A. :'

-, I :,ł­c.", I ,\: : ,.\, ; I\ I , ,, ','
,, f l
II , IA

I 3
I<

:

I

,
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..
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Rys. 19

żelaznych o grubości 0,7 mm. Komora sterowana była .teleskopem
CI' C 2 , C s . Osłonę stanowiły: blok ołowiany o grubości 30 cm i układ.
42 liczników anty koincydencyjnych A.

Grubość folii dobrana była tak, ażeby wyrzucony ewtl. proton
o niewielkiej energii nie był jeszcze absorbowany przez folię, ale
przeszedł przynajmniej do następnej (przy folii glinowej 0,05
mm mininialna energia protonu konieczna do przejścia folii
wynosiłaby zaledwie 2,2 MeV). Charakter cząstki, której tor obser­
wowano w komorze, można było określić opierjąc się na nastę­
pujących kryteriach: 1) zmiana jonizacji wzdłuż toru przy przejściu
płytek; 2} charakter rozproszenia kulombowskiego w płytkach
3) częstość obserwowanych mezonów zatrzymywanych w płytkach
musiała odpowiadać znanej skąd inąd wartości absorpcji skła­
dowej mezonowej w materiale stanowiącym przegrodę.

W ydajność aparatury C h a n g a była bardzo mała. Zaledwie
.2/o uzyskanych zdjęć nadawało się do analizy. Częstość wvko­
nywanych zdjęć wynosiła średnio 3 godz.-l. Z analizy 80 zdjęć
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obrazu.jących akt rozpadu lub absorpcj i mezonu stwięrdzQUo:
1) ty lko 'v j-edn ym prz.ypadku absorpcji towarzysz.yło wyzuc.enie po­
,volnego protonu (identyfikacja protonu l1ie była tu zupełnie pew.na);
2) ani w akcie absorpcji, alli rozpadu Ilie stwierdzono emisji £0­
tonó,v o energiach ,viększ-ch od 20 ftle \T23); 3) ako,vi absqrpGji
to,varzysz) cżęsto generacja fotonu o energii ll1niejszej nii 5 Me V
(co do źródła tego fotonu patrz paragraf następny).

Również metoda licznikó" SClltylacyjnych 'sto'sowaJ1.a W py
_ V o o r h i e s a i S t r e e t a (92) wykazała, że z absorpcją me­
ZOIlU - nie wiąże się silniejsze pobudzenie jądra.

Wymienieni autorzy uży'\ali metody, w której mezony 'powolne,
zatrzymywane 'v krysztale AgCl, dawały impulsy prądu; wielkość
i kształt impulsó,v można było ściśle określić. Ponieważ wielkość
impulsu dawanego przez licznik scyntylacyjny jest proporcjonalna
do straty energii cząstki jonizującej w krysztale, autorzy mogli
st,vierdzić nie tylko fakt rozpadu mezonlI l-, ale ponadto brak
ciężkich cząstek wyrzuconych przez jądra w 263 zbadanych wy"
padkach absorpcji l-.

f) Teoria rozpadu i chwytania mezonu f-l­

Prytoczone w paragrafie poprzednim fakty doświadczalne,
obrazu.jące nikły stopień pobudzenia jądra atomowego po absorpcji
mezonu powolnego, stoją w jaskrawej sprzeczności z przewi­
dywaniami teoretycznymi własności yukonu (W h e e l e r (97),
por. też rozdział III),

Ró,vnież pra,vdopodobieńst,vo poch,vycęnia mezonu powolnego
przez jądro atomowe jest bez porównania mniejsze niż wynika­
łoby to z teorii Y u k a 'v y.

Roz,vażania teoretyczne {J' e r m i, T e l ] e r, W e i s s k o p f (29))
okazują, że mezon ujemny musiałby po zatrzymaniu się w do­
wolnym absorbencie spaść na mezonową orbitę K w czasie rzędu
10- 9 - 10- 13 sek. (w zależności od stanu skupienia materiału absor­
bującego), a ,vięc znikomo krótkim. wobec średniego czasu życia
mezonu (LO- 3 sek.). l\Iezon znajdujący się na orbicie K może albo
ulec spontanicznemu rozpado,vi z prawdopodobieństweln

A= 1/t o (to='O  sek.), (11-30)

,,22) W pobliżu miejsca znikania mezonów C h a n g nie obserwował ani
eletronów comptonowskich, ani też par, co było według autora dostatecznym
argumentem na stwierdzenie zawarte w punkie 2.
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albo też zostanie pochwycony przez jądro z prawdopodobieństw-em
'A = i/te. Sumaryczne prawdopodobieństwo zniknięcia mezonu
z . orbity K będzie więc

A + A= 1/t o + 1/t c = J /t-. (11- 31)
W e wzorze tym., jak widać, t- oznacza średni czas .życia lnezonu
l- na orbicie K.

Z bezpośrednich pomiarów uzyskuje się, jak widzieliśmy, na t L
wartości rzędu 1 - 0,5 fJł sek., przy zatrzymaniu się mezonu t­
w materiałach o niskich numerach porządkowych Z. Ponieważ
z drugiej strony t o =2 fJł sek., przeto

" 1 1A= lic
10- 6

1 -O 5.10 62 O . , ,.1 ­ (11-32)

a w każdym bądź razie nie przekracza wartości rzędu 10 6 . Tym­
czasem teoria yukonu prowadzi do wartości na A= 1/t e = 10 18 , a więc
do wartości różniących 'się o 12 rzędów wielkości!

Wzór (11- 31) pozwola przeprowadzić ocenę liczby N; elektronów
rozpadowych, powstających przy rozpadzie liczby N:: zatrzyma­
nych w jakimś absorbencie mezonów - zarejestrowanych przez
aparaturę oraz umożliwia zbadanie prawa rządzącego rozpadem
mezonów ujemnych. Można okazać (T i c h o, S c h e i n (8e)), że
prawo to jest prawem wykładniczego zaniku, a liczba elektronów
rozpadowych po upłynięciu od momentu zatrzymania się 'mezonów
w absorbencie (t ==0) czasu dłuższego od t wynosi

N-=N- 'A . e-(A+A}t.
T o A+ A (11-33)

Z drugiej strony liczba zarejestrowanych po tym samym czasie
elektronów rozpadowych (pozytonów) pochodzących od mezonów _
dodatnich  + wynosi

.
N+=N+ · e-AtT o · (11- 34)

Dla t=O otrzymujemy na stosunek liczby pozytonów do nega­
tOllÓW rozpadowych

N;- / N-;=(A + 'A)/A. N: / Ni;. (11-33)

Z prac związanych z wyznaczaniem średniego czasu życia
mezonu (R a s s e t t i (1. c.), C o n ve r s i, P i c c i o n i (1. c.)) wyni­
kał stosunek liczb zatrzymanych w absorbencie mezonów róż­
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nych znaków Nt/ N -;;=1,3; n1ierząc więc N-;/N-; i znając wartość A
(11-30) nlożemy bezpośrednio ,vyznaczyć całkowite prawdopodo­
bieństwo (A + A) zniknięcia nlezonu l- z orbity K, a więc i r;;.

Mierząc z kolei dla różn"ych substancji te lnożna wyznaczyć
zależność prawdopodobieńst"Ta poch,v}cenia mezonu przez jądro
atomowe od Z absorbenta. Zależność tę wyznaczył na drodze
teoretycznej Wheeler (9:- ł .

W h e e l e r zwrócił uwagę na to że pomimo braku poprawnej
teorii mezonu fA, która byłaby w stanie opisać zachowanie się
mezonu - w pobliżu jądra atomowego, a w szczególności zacho­
wanie się mezonu ujenlnego po pochwyceniu go przez jądro
atom9we, można jednak na innej drodze uzyskać cały szereg
inforn1acji dotyczących zachowania się mezonu we wspomnianych
warunkach.

Według W h e e l e r a doniosłą rolę w procesie chwytania i roz­
padu odgrywają siły pola elektromagnetycznego. Zajął on uspra­
wiedliwione z punktu widzenia wyników doświadczalnych sta­
nowisko, że praktycznie biorąc jąkiegoś specyficznego oddzia­
ływania pomiędzy mezonem !-! i jądrem (nukleonami) - nie ma.
W tych warunkach główną rolę odgrywają siły kulombowskie
utrzymujące mezony ujeInne w quasi - bohrowskich stanach
stacjonarnych i odpychające od jądra mezony dodatnie.

\tV ychodząc z najprostszych założeń elektrodynamiki klasycznej
i teorii kwantów, W h e e l e r najpierw znajduje energię potencjalną
mezonu w otoczeniu jądra w zależności od odległości mezonu wzglę­

2

dem środka jądra (r). Jeżeli R= e- oznacza promień jądra atomo­
2M.c 2

wego, to energia ta jest
Ze 2

<1>= R (15-0,5r 2 jR2) dla r L. R, (II-36a)
Ze 2<I> = - dla r ':::::.. R, (II - 36b )

T

co np. dla ołowiu daje zmianę energii potencjalnej od wartości 21,3
MeV dla r = O, do wartości 14,2 MeV dla r = R = 8,1.10- 13 cm

Otrzymana wartość ma o tyle duże znaczenie teoretyczne, że
pozwala na stosowanie wzorów nierelatywistycznych, a to ze
względu na małą wartość <I> wobec energii spoczynkowej mezonu
t-tc 2 = 100 MeV nawet dla najcięższych jąder.

Rozwiązanie problemu stanów stacjonarnych mezonu w polu
kulombowskim jądra atomowego daje, podobnie jak dla atomu

Postępy Fizyki li
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B O h r a, stany skwantowane, których termy posiadają postać zwy­
czajnych termów R y d b e r g a

1 ( Z2 ) 1Tn=2"C 2 " 137 (n +O+1/n)2"
(11- 3 7)

We wzorze tym n jest główną liczbą kwantową stanu mezonowego ;
o i ()1 poprawkami spowodowanymi występowaniem "efektu prze­
słonowego" 24) (odnoszącego się do ładunku jądra, a nie elek­
tronów, jak to ma miejsce w atomach normalnych - elekttono­
wych) i relatywistyczną zmianą masy 25).

Podstawiając wartości liczbowe we wzorze (11-3'7) otrzymuje
się następujące wartości termów mezonowych dla niektórych pir­
wiastków.

Tablica III

Z A Pier", . T (w MeV)1s 2p 28
8 16 b 0,173 0,044 0,04316 32 S 0,672 0,175 0,1235 80 Br 2,61 0,8...2 0,74253 127 ] 4,89 1,95 1,557-r 184 W 7.89 3,81 2,7692 238 U 10,49 5,',3 3,96

Jak okazuje analiza torów mezonowych już dla uranu mezon
spędza około 50') / o czasu wewnąlrz jądra atomowego. Dla jądra
o dostatecznie dużych rozmiarach mezon będzie się poruszał cał­

24) Należy zwrócić uwagę 'na to, że w teorii atomu B o h r a natężenie pola
wypadkowego wzrasta w miarę zbliżania się do jądra - poprawka więc dla
elektronu zanurzającego się w ładunku osłonowym idzie w kierunku zwiększenia
energii termu, a więc zmniejszenia mianownika. Dla atomu mezonowego pole ma­
leje przy zanurzaniu się mezonu do jądra i poprawka ma znak przeciwny.

Mechanika falowa daj na .wartości stałych wzoru (11-37) wyrażenia

()o = - (Z/137)2 (2L + 1) i ()1 = 3/8 . (Z/137)2, (11-38a) (11-39)

. la jąder lekkich, dla jąder natomiast cięższ!ch ()o = 0,2i3 . (Z/137)2 . A 2 /s. (II-38b)
25) Jak się okauje, efekt przesłonowyelektronów atomowych, nie uwzględnio­

ny w teoJ'ii; mÓgłby odgrywać rolę tylko dla stanów wysokiego pobudzenia. Dla
stanów najniższych natomiast rola tego efektu jest znikoma. Dla żelaza np. efekt
ten. zmieniłby energię termu o mniej niż 0.2% i jest, jak z te'go' widać; bez
z,naZ£_J.11a"" .

.J ;... . <.;. <r
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kowicie wewnątrz jądra ze stałą częstością oscylacji podstawowej;
niezależnie od wielkości jądra. \,r przypadku tym poziomy ener­
getyczne będą oddzielone od siebie o 8,7 MeV.

Powracając do istniejących w rzeczywistości jąder należy zau.­
ważyć, że stan 2s nie może być stanem metatrwałym (jak to prze.
ważnie ma mejsce dla zwykłych atomów) i przejście ze stanu
2s do stanu podstawowego może odbywać się zawsze poprzez po­
średni energetycznie stan 2p. Drugą osobliwością zamieszczonej
tabeli jest (szczególnie dla ciężkich jąder) bardzo duża energia.
związana z przeskokieln nlezonowym. W yzwolona w ten sposób.
energia może być bądź to wyemitowana pod postacią kwantu y,.
bąd też prowadzić do emisji elektronu w procesie A u g e r a,.
bądź wreszcie prowadzić do powstania pary pozyton-negafon.

\\T h e e l e r podaje prawdopodobieństwa różnych procesów;
okazuje się, że proces emisji y zależy w różny sposób od numeru
porządkowego jądra: dla przejścia 2p -+ Ls prawdopodobieństwo
(w) jest proporcjonalne do Z4, a dla procesu 2s -+ 2p do (f:,.E)3jZ2,.
(jeżeli E oznacza różnicę energii wchodzących w grę -stanów);"
prawdopodobieństwo natomiast procesu A u g e r a ma wartość
stałą 2.,55. 10 9 sek.- 1 26}. Dla procesu produkcji par otrzymuje się
zależność typu A(Z2- zi)c ZD, gdzie A jest stałą, ZI = 25, c = 5
i D= -1.,5. Liczbowe dane wskazują na to, że proces A u g e r a
odgrywa dominującą rolę dla jąder najlżejszych, kiedy mezon
znajduje się w stanie 2s. Od Z= 15 zaczyna jednak przeważać
proces emisji y z przeskoku 2s--+2p. Proces tworzenia się par może
mieć miejsce tylko dla Z > 25; prawdopodobieństwo tego pro­
cesu wzrasta ze wzrostem Z., ale jest w stosunku do innych
procesów małe. Przerachowując prawdopodobieństwa poszczegól­
nych procesów na czas życia mezonu na poziomach 2s i 2p uzy­
skuje się wyniki świadczące o tym, że praktycznie każdy me­

26) Jakościowe potwierdzenie przewidywań teorii przyniosła praca C o s y n s a
D i l w o r t h R, O C c h i a l i n i e g o, S c h o e n b e r g a i P a g e' a (26). Autorzy
ci okazali, że przy absorpcji jądrowej mezonu lt- około 10 o / Q jąder emituje w pro­
cesie A u g e r a powolne elektrony o energiach 10-50 ke V.

D i l w O r t h i P a g e (28) stwierdzili, że co najmniej 20% zatrzymanych me-o
zonów - emituje powolny elektron o energii około 20 kc V. Elektrony te przypisuje­
się konwersji wewnętrznj y.

17*
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zon musi spaść na najniższy stan mezonowy, zanIm nastąpi roz­
pad naturalny. .

W h e e l e r przerachowuje dalej prawdopodobieństwo A ab­
:sorpcji mezonu pr'zez jądro mezonowe jako funkcję Z (nie wcho­
dząc zresztą zułnie w mechanizm tego procesu). Robi on naj­
bardziej intuicyjnie usprawiedliwione założenie, że prawdopo­
dobieństwo absorpcji wzrasta wraz z Z i z prawdopodobieństwem
znalezienia się mezonu w bezpośrednim pobliżu protonu. Te proste
założenia prowadzą do wyrażenia

A= l/tu. (Z/Zo)4, (II -40)

gdzie Zo jest pewną stałą bezwymiarową, którą należy wyzna­
czyć doświadczalnie 27), t o =2,15 · 106 sek. - jest średnim czasem
życia mezonu swobodnego. Wzór ten słuszny jest dla jąder lekkich
dla ciężkich natomiast zaiaśt Z występuje ładunek efektywn"y
jądra (Zej) o wartości

Ze/= Z[ 1 + (Z/37)1.54]-1/1,54 . (11-41 )

Prawdopodobieństwo znikania mezonu z orbity K, czy to wsku­
tek rozpadu, czy też wskutek absorpcji jądrowej przyjmuje więc
zgodnie z (11-31) postać

1/t-= 1/t o + 1/t o · (Zel/Zo)4, (II -42)

skąd średni czas życia meZOllU ujemnego

r-­

t- - to
1 + (Zed ZO)4

(11-43 )

Szansa obserwacji elektronu rozpadowego będzie wobec tego

, A =t- / t == ( 1 + Z4 / 'Z4 ) -1r - o e/ () · (II -44)

W zamieszczonej poniżej tabeli (tab.- I\T) podane są wartości
1- i Ar dla różnych pierwiastków przy dwu różnych wartościach
stałej Zo.

27) Stała ta wyobraża ładunek takiego idealnego jądra, dla którego prawdo­
:podobiei1stwo rozpadu mezonu = -- prawdopodobieństwu schwytania mezonu
.przez jądro atomowe.
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Tabela I'T

Pierw. Z Z Zo = 10 Zo = 7ej l l sek I... l t sek  l...T T
Be 4 3,925 2,10 0,977 1,95 0,910C 6 5,78 1,93 0,899 1,47 0,682O 8 7,56 1,02 0,764 0,91 0,425Al 13 11,48 0,7 0,358 0,25 0,118S 16 13.70 0.48 0221 0137 0,064Fe 26 19,40 0,142 0,066 0,036 0,017Pb 82 31,5 0,022 0,010 0,005 0,002U 92 32,17 0,020 0,009 0,005 0,002

CI

C 2

Co

Rys. 20

- S i g u r g e i r s s o n i Y a ID a k a w a (82) wykollali pracę,
której celem było doświadczalne sprawdzenie wzoru (11-44) oraz
określenie stałej Zo. Schem a t aparatury użytej w tej pracy przed­
stawia rys. 20. Układ wyzalając y składa się z dwu par liczni­
ków C l i C 2 . Koincydencja (C t , C 2 ) otwiera układ rejestrujący
czas. Układ ten zapisuje liczbę oscylacji generatora wysokiej

częstości (4Mhz) sprzężonego z układem rejestrującym impulsy
w taki sposób, że rejestracja rozpo czyna się z chwilą pojawienia
się impulsu wyz walającego - (C l' C 2 ), a kończy się albo' auto­
matycznie po 16  sek. od chwili otwarcia układu rejestrującego,
albo z chwilą pojawienia się impulsu w licznikach C. Osobno
jestrowane są koincydencje (C z , Co) służące do eliminacji przy­
padkowych imp ulsów zapóźnionych C z i do obliczenia liczby
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przypadkowych impu]sów C z w przypadku, kiedy impulsowi Cz; nie
towarzyszą impulsy Co.

Opisana metoda posiada ten zasadniczy brak, że rejestracji
podlegają zarówno ujemne jak i dodatnie elektrony rozpadowe
co powoduje zmniejszenie dokładności pomiarów dotyczących
tylko mezonu ujemnego. Brak ten zostaje jednak wyrównany
tYlll, że liczba rejestracji rozpadających się mezonów wielokrotnie
przewyższa liczbę rejestracji, jakie otrzymuje się przy użyciu
separacji magnetycznej.
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Rys. 21

Autorzy przeprowadzili pomiary używając jako absorbentów
Be, B 4 C, C, TaF, Mg, S. Wyniki uzyskane w tej pracy wraz
z krzywymi wynikającymi z teorii W h e e l e r a podane są na
wykresie (rys. 21). Stosunek liczby elektronów rozpadowych po­
chodzących z rozpadu mezonów obu znaków do liczby zatrzy­
manych mezonów podany jest jko funkcja Z absorbenta. Krzywe
ciągłe przeprowadzone są zgodnie z wzorem (11-43)28).

Rozkład punktów doświadczalnych uzyskanych w tej pracy
(oznaczonych krzyżykami) pokrywa się lla ogół z przewidywa­
niami teorii dla Zo= 10. Należy jednak zwrócić uwagę na -to, że
rzędne wsz ystkich punktów doświadczalnych uzyskanych w tej pra­

28) Wartości jl.r uzyskuje się dodając do Ar (tab. V) wartość stałą odpowiadającą
stosunkowi liczby mezonów dodatnich do całkowitej liczby mezonów n + ICn + + n-)
=6/11. .

o 15 21)
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cy wyznaczone są jedynie jako ,vielkości względne. Większą precy­
zją odznaczają się punkty doś,viadczalne (oznaczone kółkami) uzy­
kane przez innych autorów (T ich o, Schein (l. c,) Valley;Rossi
(L c,,)), stosujących metodę separacji mezonów różnych znaków.

Opisana wyżej teoria W h e e l e r a, ujmująca ilościowo zależność
prawdopodobieństwa rozpadu mezon_u  od numeru porządko­
wego Z absorbenta, nie mówi jeszcze nic o. procesie zachodzącym
w jądrze atomowym po pochwyceniu mezonu. Jak podkreślaliśmy
w rozdziale poprzednim, aktowi absorpcji towarzyszy, wbrew
przewidywaniom teoretycznym odnoszącym się do yukonu, tyl­
ko bardzo nieznaczne pobudzenie jądra atomowego, mające jako
skutek emisję jednego neutronu lub ewtl. powolnego protonu.

W związku z tym wysunięto cały szereg przypuszczeń usiłu­
jących wyjaśnić wspomniany brak pobudzenia  nikłe prawdopo­
dobieństwo chwytania mezonu ujemnego przez jądra atomowe.
W koncepcjach tych rezygnuje się z tyh lub innych założeń
oryginalnej teorii Y' u k a w y.

Jedną z takich prób była próba ujęcia rozpadu mezonu p na
foton i elektron o energiach 50 Me V każdy (P o n t e c o r vo (63)).
Jak widzieliśmy, dane doświadczalne (H i n c k s, P o n t e c o r v o (41),
S a r d, A l t h a u s (?5)) nie potwierdziły tej interpretacji.

Inna próba wyjaśnienia zachow aia się jądra po absorpcji me­
zonu l- opiera się na przypuszczeniu, że tylko para mezon"ów +
i - posiada wiązanie  jądrem atomowym (W- e i s s k o p f (94)
n e 6 e A e B, M a p ł{ o B (50)). W myśl tej teorii mezon ujemny mógłby.
być absorbowany tylko z równoczesną emisją mezonu obojętnego
elektrycznie. Poniew.aż jednak pomiędzy energiami jądra absor­
bującego (Z) i powstającego izobaru (Z-i) mogą istnieć różne różnice
mas, zależnie od wartości Z i A, absorpcja taka nie zawsze jest
możli"va. Dla Fe wspomniana różnica wynosi 4,2 MeV i może być
pokryta różnicą mas  - o, dla węgla natomiast wynosi 14,6
Me V i różnica - - flo może być nie wystarczająca dla przejścia
Z 4 Z-i, połączonego z absorpcją (.t i emisją o.

W myśl tej hipotezy mezony ujemne winny być absorbowane
w BIO oraz N14. Dane doświadc.zHlne (N e r e s o n (56)) nie potwierdziły
jednak przewidywanych efektów.

W e i s s k o p f (96) tłu-maczył słabość wiązania mezonu w ją­
drze, a w związku z tYUł mały przekrój czynny jądra na chwyta­
nie mezonu, hipotezą zakładającą, że protony promieniowania pier­
wotnego wprowadzają jądro w stan specyficznego "pobudzenia",
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przy -którym istnieje możliwość emisji mezonu. Jeżeli przyjmie się,
że taki stan jądra może trwać dość długo, to równocześnie uzy­
ska się wyjaśnienie słabego oddziaływania mezonu  na jądro ato­
mowe. Chodzi tu o to, że teoria procesów elementarnych prowa­
dzi do wniosku, iż przekrój czynny jąder na proces y wywoływa­
ne przez mezony musi być rzędu przekroju czynnego produk­
cji mezonów. Jeśli się przyjmie, że mezony  są wytwarzane
przez pierwotne promieniowanie kosmiczne (pochłaniane z dużym
stosunkowo przekrojem czynnym - rzędu rozmiarów geometrycz­
nych jąder), to fakt, że przekrój czynn y jąder na procesy
wywołane przez mezony jest bardzo mały, wskazuje na to, że
proces generacji mezonu nie jest procesem elementarnym, ale
procesem złożonym z kilku sukcesywnych procesów elementar­
nych. Otóż jeżeli jeden z tych procesów jest bardzo powolny
w porównaniu z procesem inicjującym, to całkowity proces będzie
praktycznie nieodwracalny i odpowiednie przekroje czynne
procesów generacji i absorpcji - będą zupełnie różne. Pier­
wszym procesem elementarnym według W e i s s k o p f a byłoby
specjalnego typu "pobudzenie" jądra, drugim - emisja mezonu.

Inną koncepcję podobnego typu dał M a r s h a k. W myśl tej
koncepcji promieniowanie pierwotne wytwarza mezon innego typu,
który po stosunkowo (w stosunku do procesu zderzenia) dość dłu­
gim czasie życia rozpada się na mezon , i jakąś inną cząstkę. Po­
dobną koncepcję dwu mezonów związanych genetycznie wysunęli
w związku z odkryciem mezonu n 29) L a t t e s, O c c h i a l i n i
i P o we II (49). Teoretyczne rozwinięcie hipotezy NI a r s h a k a
dla przypadku dwu mezonów dali M a r s h a k i B e t h.e (53). -.- myśl
tej koncepcji istnieją....dwa mezony: cięższy, odpowiedzialny za siły..
jądrowe -.. yukon (Y), produkowany z dużym przekrojeln czynnym
w górnych warstwach atmosfery (dziś należałoby powiedzieć me­
zon n) i lżejszy lllezon  powstający jako produkt spontanicznego
rozpadu Y i wykazujący bardzo słabe oddziaływanie na nukleony.

Według autorów tych generacja mezonu  wiąże się z dwoIna
aktami elementarnymi. Np. (jeśli spin yukonu S9=0, a mezonu
sp. = 1/ 2 ) 30)

29) Co do słuszności i uzasadnienia tych koncepcji porównaj rozdział III.
30) W oryginale cytowany jest przykład procesu z Sy = 1/ 2 oraz s = O.

W świetle obecnego materiału doświadczalnego lepszą ilustrację dają wzory
zamieszczone w tekście. Odpowiednie przejścia oryginalnego przykładu sąnp+ y+v, (II-45b)Y+'\', (II-46b)p+tp+Y+vn. (II-57b)
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npT Y (II-45a)oraz YL \'. (II-46a)
v oznacza tu neutrino, trakto\,-ane jako cząstka o zerowej masie
spoczynkowej. Wzory te poz\,-alają ,,--liczyć prawdopodobieństwo
odwrotnego procesu p+ lp+ y\' n+V. (11-4?a)
Teoria daje na wspomniane pra\vdopodobieństwo przybliżony wzór

1/t c = i/ty · (m y c 2 ) Mc 2 . (1\1 1m)2. lI/m y c 2 · v/c. (11-48)

We wzorze tym M oznacza masę protonu, my-yukonu., m=my-mll'
v- końcową prędkość yukonu, ty średni czas życia yukonu II zaś (5
Me V) jest wartością elementu macierzy energii oddziaływania po­
między dwoma nukleonami biorącymi udział w akcie wymiany pędu.

Ponieważ te może być zmierzone doświadczalnie (patrz wyżej np.
wzór (11-32) i dalsze uwagi), można bezpośrednio porównać dane
doświadczalne z przewidywaniami teoretycznymi. Przewidywana
przez teorię wartość dla Z=ZJ= 10, a mianowicie -t c = 10- 1 sek. przy
tlJ= 10- 8 sek., jest zadowalająca. (Co do wartości ty porównaj Illc).

Wspomniane wyżej .teorie produkcji mezonów  jako} skutku
kilku procesów sukcesywnych wyjaśniają jedynie małe prawdopo­
dobieństwo chwytania mezonów pozostawiając na uboczu wyjaś­
nienie kwestii słabego pobudzenia jądra.

Zagadnieniem tym zajęli się W h e e l e r i T i o fi n o (98, 9<)).
Jak widzieliśmy z poprzednio przytoczonych faktów doświadczal­
nych} dotyczących pobudzenia jądra atomowego, energia spoczyn­
kowa pochwyconego mezonu - nie zostaJe zużyta ani na pobu­
dzenie jądra, ani też nie zostaje przekazana w całości, np. elektro­
Dowi rozpadowemu. Istotnie, ani prace prowadzone techniką kliszową,
ani techniką komory wilsonowskiej nie wykazują istnienia takich
elektronów. Nie wytrzymuje również krytyki przypuszczenie, że
mezon zostaje "zmagazynowany" w jądrze atomowym na dłuższy
okres czasu.. Działanie pola wewnątrz jądrowego powinno by się.
raczej przyczynić do przyśpieszenia procesu rozpadu (porównaj
R o s s i (69), a nie zapóźnienia.

V aj ley (89) wygłosił wprawdzie przypuszczenie, że] szybszy
rozpad - może być wynikiem działania wymuszającego pola jądro­
wego.JednakpraceTicho i Scheina (l. c.) oraz Valleya i Ro­
s sieg o (1. c.) przypuszczenia tego nie potwierdziły. Gdyby fakt zmia­
ny to przez pole wewnętrzne miał isto[nie miejsce, stosunek N+ / N- dla

"'
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wszystkich absorbentów musiałby być taki sam. Jak widzieliśmy
jednak w rozdziale IId (porównaj tab. II), doświadczenie wykazało
co Innego.

W świetle faktów doś\\7iadczalnych należy więc pr.zyjąć, że:
1) mezon fA ulega rozpadowi w jądrze atomowym; 2) ładunek elek­
tryczny mezonu zostaje zatrzymany przez jądro; 3) produktem
rozpadu mezonu jest cząstka neutralna zabierająca z sobą niemal
całą energię spoczynkową mezonu (flc 2 ); 4) tylko drobna część tej
nergii zostaje przekazana jądru.

Opierajac się na wymiellionych założeniach W h e e l e r
i T i o li n o (98) rozpatrują reakcję wYlniany ładunku przebiegającą
według schematu

-+p -+ n+ f-l0, (11-49)

gdzie f-l 0 oznacza mezon obojętny lub neutrino. Pozostałe symbole,
jak wyżej.

Opierając się na analogii z procesem rozpadu B+ (wzór 1-3),
który może być napisany również w postaci

p+e--+n+ v , (II -50)

autorzy przypisują obu mezonom spin połówkowy i piszą hamil­
tonian oddziaływania w formie

H=g+ ON(tNt+tt) ()(xN-x), (II-51)

przy czym wskaźniki N odnoszą się do nukleonów, a fl do mezonów;
operatory tN oraz tŃ odnoszą się do trallsformacji N  p, operatory
t, t7 do transforlnacji +  pP. Operator 0Nf1 jest relatywistycznie
niezmienniczą kombinacją operatorów Diraca dla pola nukleonowo­
mezonowego; g+ -- oznacza stałą wiązania o wymiarze erg. cm 3 .
(porównaj wzór 1-12a), której wartość musi być wyznaczona na
drodze doświadczalnej.

Teoria pozwala wyznaczyć prawdopodobieństwo reakcji (11-49)
dla pojedyńczego nukleonu. Otrzymuje się tu związek

AN = 190 (g+ / 10-!9 erg. cm 3 )2. (II-52)

Z drugiej strony teoria chwytania mezonu daje na prawdopodo­
bieństwo chwytania mezonu przez pojedyńczy nukleoI1 (proton)
według wzoru (II 40) wyrażenie

A= 1[t o · 1/Z 0 4 · (II-53)
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Ponieważ proces chwytania musi prowadzić do reakcji wymiany
i Zo  10, otrzymuje się przez poró,\"-nanie (II-5) i (II-53) wyrażenie
na g+

g+ =0,5 · 10- 19 erg. cm 3 . (II -54)

;ra pobieżna ocena przeprowadzona dla wodoru została w pracy
rozszerzona na trzy ogólniejsze przypadki różnych modeli jąder.

We wszystkich rozważanych w pracy przypadkach autorzy
uzyskali na g+ wartość rzędu 10- 49 erg. cm 3 . lTderzający jest tu
fakt, że g+ jest tego samego rzędu co stała g rozpadu B.

Niezależnie od rodzaju użytego do rozważań teoretyczn}"rch
modelu jądra uzyskuje się na pobudzenie jądra związane z pro­

.. cesem (11-49) energię znacznie 111niejszą niż lC2, a mianowicie energię
pobudzenia rzędu 10 l\1e V. 1'0 słabe pobudzenie wyjaśniałoby
cały szereg obserwowanych zjawisk towarzyszących absorpcji
mezonu -. Dla jąder ciężkich, dla których bariera potellcjału
wynoBi 10-15 MeV, prawdopodobieństwo emisji protou przy
pobudzeniu jądra- energią uwolnioną w procesie wymiany ładunku
byłoby znacznie mniejsze niż prawdopodobieństwo emisji lleutronu.
Dla jąder lżejszych natomiast prawdopodobieństwa emisji protonu
i neutronu byłyby porównywalne.

g) Rozpad [-3 i spin mezonu
'V rozdziale [c zwracaliśmy 11 wagę na to, że teoria sił jądro­

wych Y u k a w y, wprowadzająca kwant pola sił jądrowych - yukon,
narzucała mu automatycznie ,vartość spinu., który lllusiałby po­
siadać wartości całkowite lub o.

Istnieją wprawdzie teoretyczne możliwości zbudowallia takiej
teorii sił jądrowych, w której cząstki reprezentujące kwanty pola
sił jądrowych byłyby obdarzone spinem połówkowym, ale kon­
cepcje tego rodzaju muszą z konieczności (prawo zachowania
połówkowego spinu w obu stanach pobudzenia nukleonu) tłuma­
czyć wiązanie pomiędzy nukleonami równoczesną wymianą pary
takich cząstek. Teorie tego typu muszą rezygnować z zasadniczego
uproszczenia, jakie wprowadził Y u k a wazastępując problem czte­
rech ciał charakteryzujący teorię rozpadu B F e r m i e g o, a miano­
wicie p-+n+e++'\', prostszymi problemauli trzech ciał: p-+n+Y+
i Y+-+e++V.

PoniBważ zarówno natężenie sił jądrowych, jako też cały szereg
własności yukonu (mezonu sił jądrowych), np. energia oddziały­
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wania nlIkleonu i YlIkonll, przekrój czynny nukleonu na chwyta­
nie powolnych i rozpraszanie szybkich YlIkonów, produkcJa yuko­
nów przy zderzenill nukleonów i fotonów z jądrami itd., zależą
bezpośrednio od wartości spinu, znajomość spinów mezonów,
a w szczególności mezonu , posiada podstawowe znaczenie.

Z okoliczności występowania mezonu  tylko w promieniowalliu
kosmicznym wynika, że bezpośrednie określenie jego spinu jest­
praktycznie niemożliwe. Należy przeto oprzeć się na badanill
zjawisk, których występowanie (jakościowe Illb ilościowe) wiąże
się pośrednio z wielkością spinu mezonu. Trzeba tu jednak "'7 y_
klllCZYĆ wszelkie zjawiska, przy których mogłyby wchodzić w grę
siły specyficznie jądrowe, a to ze względll na to, że 1) nie można
a priori przyjąć teorii YlIkonll wraz ze wszystkimi jej później­
szymi modyfikacjami jako rzeczywiście poprawnej i 2) nie mamy
dostatecznych podstaw na to, ażeby pomimo pewnych podobieństw
pomiędzy własllościami mezonu i yukonu (średni czas życia, nlasa)
identyfikować te dwie cząstki; natomiast przeciwnie, fakt rozpadlI
mezonll - przed pochwyceniem go przez lekkie jądra i bardzo
słabe pobudzenie jąder po absorpcji mezonu - - przemawiają
bardzo wyraźnie na niekorzyść identyfikacji mezonu  z yukonem.

Z wymienionych powodów musimy oprzeć się na takich zja­
wiskach, których występowanie wiąże się z faktem posiadallia
przez IIlezon l ładunku elektrycznego, a więc z oddziaływanienl
elektronlagnetycznym ponliędzy jądrem i mezonem.

Jednym z niewielu zjawisk spełniających wyżej wymienioIle
wa-runki są ulewy elektronowo-fotonowe promieniowania kosmicz­
nego objawiające się uderzeniami prądu komory jonizacyjJlej31).

Prace związane z badaniem ulew tego typu (8 c h e i n, G iiI ('7'7))
wykazują że częstość (b) uderzeń w komorze jonizacyjnej, odpo­

31) Ulewy promieniowania kosmicznego mogą powstawać na skutek czysto
elektromagnetycznych oddziaływań jądra na szybki mezon p. Na skutek oddziały­
wania pomiędzy ładunkiem mezonu i ładunkiem elektronu mezon może ..wy­
bijać" z atomu elektronv o znacznych energiach (tzw. elektrony ()). Elektrony
te, jeśli posiadają dostatecznie duże energie, mogą dawać w procesie hamowania
kwanty y, które z kolei tworzą pary itd., dopóki energie kwantów y lub elektro­
nów nie spadną poniżej wartości, przy której dalsze wytwarzanie odpowiednio
par lub energicznych fotonów stanie się niemożliwe. Teoria ulew tego typu,
tzw. jonizacyjnych, pokazuje, że ulewy takie zawierają średnio około 10 cząstek. Są

_ to więc ulewy małe.
Drugim procesem prowadzącym do straty energii mezonów, i wskutek zaha­

mowania mezonu do powstania ulew, jest emisja bardzo energicznych fotonów
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wiadająca liczbie cząstel prze,\-ższającej liczbę n, może być
przedstawiona wzorelll: b (n) n-;, przy czym dla 100 -< n -< 1.600
A=1,8-2. "T g danych ,reischedela (95) i Clay'a (1)liczba
wielkich ulew pod absorbentem maleje wg prawa l-A identycznego
z plawem zaniku składowej przenikliwej (II.  2, 1- grubość warstwy
absorpcyjnej). Okoliczność ta stano,\i ważne potwierdzenie hipo­
tezy o generacji ulew przez mezon) l.

C h r i s t Y i K u s a k a (20) obliczyli na drodze teoretycznej prze­
krój czynny mezonów o spinie 1 na tworzenie fotonów wskutek
procesu halnowania lllezonu w polu jądra i posługując się wcześ­
niej wyliczonym przekrojem cz'ynnym mezonów na tworzenie ele­
ktronów podali zależność pomiędzy liczbą cząstek w ulewach i czę­
stością ich występowania pod dużymi głębokościami warstw absor­
bujących składową miękką.

Wyniki uzyskane przez tych autorów stoją w sprzeczności z da­
nymi uzyskanymi na drodze doświadczalnej przez S c h e i n a
i Gilla (1. c.). Christy i Kusaka otrzymali na wykładnik
potęgi wartość 11.= 1,5 oraz wielkości bezwzględne za duże o czyn­
nik. rzędu 20 w stosunku do danych doświadczalnych.

Przy założeniu natomiast wartości spinu O lub 1/2 przewidy­
wania teoretyczne co do częstości występowania ulew o.liczebności
powyżej n cząstek pokrywają się z danYlni doświadczalnymi ('A= 1,
j ilościowa różnica o czynnik rzędu 1,5-3).

Allaliza wyników uzyskanych przez C h r i s t y i K u s a k a
przeprowadzona przez B i el e ń kij a (6eneHbł<I1H (8, 9) i wprowadze­
nie drobnych poprawek liczbowych pozwoliły wykazać, że dane
doświadczalne wskazują na to, że spin mezonu fl równa -się 1/2 32).

w polu jądra. Energie tych fotonów mogą dochodzić do 10 14 - 10 L8 e V (por.
Cocconi (12)).

Fotony te powodują generację par o energiach tego samego rzędu wielkości
i dalszy pr-oces straty energii odbywa się wg s hematu ulew jonizacyjnych.

Ulewy generowane przez foton odznaczają się ogromnymi rozmiarami (naj­
większe obserwowane "uderzenie" w komorze jonizacyjnej zaobserwowane
w Huancayo (Peru) odpowiadało równoczesnemu przejściu ponad 10.000 cząstek
jonizujących przez objętość komory.) Teorię kaskadową ulew podali niezależnie
od siebie Bhabha i Heitler (11) oraz Carlson i Oppenheimer (18)
Porównaj też wyczerpujące artykuły w sprawie ulew B i e l e ń kij a (8,9).

32) Autor odrzuca jednak tę wartość opierając się na przypuszczeniu, że
mezon !t jest yukonem. Te same względy przemawiają wg autora za przyjęciem
wartości O na jego spin (sp) pomimo to, że zgodność pomiędzy wyr; ikami teorii
i doświadczenia jest gorsza o czynnik rzędu 2. W świetle faktów cytowanych w dal­
szych częściach artykułu okazuje się jednak, że nie mezon Ił., ale mezon :Tt jest
yukonem.

I
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Zgodnie z koncepcją Y u k a w y yukon rozpada się spontanicznie
na elektron i neutrino. Jeżeli rozpad ten ma miejsce dla yukonu
spoczywającego, to całkowita energia wyzwolona w chwili rozpadu
równa się różnicy pomiędzy energią spoczynkową yukonu (rzędu
100 Me V) a energią spoczynkową neutrina (znacznie mniejszą od
0,5 Me V lub w ogóle równą zeru).

}1=nergia kinetyczna W o , jaką musiałyby zabrać z sobą powsta­
jące cząstki, musiałaby więc wynosić ok. 100 MeV, a rozkład jej
pomiędzy elektronem i neutrino musi być uwarunkowany prawem
zacho,vania pędu układu.

Ponieważ pe=pv=p (dla mezonu spoczywającego) oraz ogólnie
(cp)2=E2-(mc 2 )2, mamy na całkowitą energię

'"

Eo=Ee+ Ev=y2p;+m c4 +Jfc2p +V2C4. (JI -55)

Jeżeli v=O, albo przynajmniej vc 2 « cp (co napewno ma miejsce) to

Eo=pc+ cJ/- p2+mc2= C2, (II -56)
skąd

(!2-m)c2Pvc=Ev= W v = ===const.2 (II -52')

oraz
(f.!2 +m 2 ) c 2

WeR::-j Ee = C2 - Ev = o = const.
2u

I

(II -58)

Zważywszy, że mo«, widzimy, że energie obu cząstek
będą praktycznie sobie równe, a stała ich wartość będzie około
55 Me V .

Istotnie, pierwsze oceny energii elektronów emitowanych w pro­
cesie rozpadu nlezonu zdawały się potwierdzać przewidywaną
stałą wartość energii emitowanych elektronów (por. R o s s i (69».

Jednakże w 1942' r. Adams, Anderson, Rau (2) uzyskali
w komorze W i l s o n o w s k i e j fotografię mezonu, na której z po­
miaru zakrzywienia toru elektronu rozpadowego można było z całą
pewnością ocenić górną granicę energii elektronu', która wynosiła
24 Me V.

Dalsze prace związane z zagadnieniem energii emitowanego
elektronu w rozpadzie  (Anderson et al. (5), 1ho.mpson (86)
Fowler, Co ol, Street (33), Zar, Hershkowitz, Berezin
(104), Steinberger (84), Hincks, Pontecorvo (41), Shamos,
R u s s e k (2'9), B r o w n e t a l. (1/15, 16)) wykazały, że przewidy­
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wania teoretyczne odnoszące się do rozpadu mezonu t-t wg sche­
matu t-t-+V+e z emisją elektronu o stałej energii około 55 MeV
w zupełności nie potwierdzają się.

Leightonowi, Andersonowi i Seriffowi ('78) udało
się uzykać na tyle obfity materiał doś,\Tiadczalny dotyczący energii
elektronów, że zrekonstruo,vali oni widmo energetyczne elektronów
rozpadowych. Widmo to pokazuje r-ys. 22. Na osi odciętych odło­

w

20

tD

D ZQ łD 6D
£ /Ił Ner

Rys. 22

żone są energie w Me V, a na osi rzędnych liczba znalezionych
elektronów o energiach leżących w przedziałach co 10 MeV.

Aparatura, którą posługiwano się w tej pracy, składa się z ko­
mory wilsonowskiej sterowanej układem wyzwalającym (C 1 C 2 -C 3 ).,
Licznik C 2 o grubości ścianek 0,8'7 mm wykonany z miedzi umiesz­
czony był w płaszczu miedzianym 0,63 mm i stanowił warstwę
absorpcyjną o łącznej grubości 2 x (0,87+0,63)=3 mm. Ponadto'
wewnątrz komory znajdował się filtr grafitowy o grubości 29 cm.

Komora umieszczona była w pOIlI magnetycznym o natężeniu
indukcji B='7250 gaussów. Średnica komory wynosiła 30 cm, głębo­
kość j 1 cm.. Wypełnienie stanowił argon pod ciśnieniem 1,25 atm..
i para nasycona mieszanki 35 % H 2 0+65 f)/o alkoholu.

Z ogólnej liczby 1500 wyko-nanych zdjęć znaleziono i zmie­
rzono energie '(5 elektronów rozpadowych o energiach od 9 + 2 MeV
do 54,9 + 10 MeV, w tym 41 pozytonów i 34 negatony.

Pomijając chwilowo interpretację lIzyskanego wyniku należy
zwrócić uwagę. na to, że jeśli przyjmiemy, iż masa spoczynkowa
emitowanych przy rozpadzie t-t cząstek '1 nelItralnych jest równa
zeru, to z wartości Emax = 55 + 1 Me V oraz z prawa zachowania
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energii i pędu otrzymuje się na masę mezonu wartość (217 + 4) mo'}
znajdującą się w znakomitej zgodności z bezpośrednimi pomiarami
(por.  II b.)

Należy jeszcze zwrócić uwagę na fakt, że najczęściej spotykana
energia (odpowiadająca maximum krzywej rozkładu) ley przy
wartości E  34 Me V =2/3 Emax (rys. 22). Fakt ten sugeruje, że
mezon ulega rozpadowi nie na dwie, jak przypuszczano pierwotnie
ale na trzy cząstki. Jeżeli prawdopodobieństwo rozkładu energii
pomiędzy te trzy cząstki jest symetryczne względem wszystkich
cząstek, to istotnie winniśmy oczekiwać, że najczęstszym przy­
padkiem będzie taki, przy którym całkowita energia spoc.zynkowa
uwolniona przez mezon - Eo = 110 MeV -rozłoży się równomiernie
pomiędzy wszystkie cząstki. Otrzymuje się więc na najbardziej

prawdopodobną energię elektronu wartość Et  Eo = 36 Me V, co,3

jak widać, pokrywa się (w granicach błędów doświadczalnych)
z faktycznie znalezioną wartością.

Stwierdzona doświadczalnie górna granica energii kinetycznej
elektronów rozpadowych Emax = 55 + 1 Me V pozwala też na ocenę
górnej granicy masy cząstek neutralnych emitowanych przy roz­
padzie. Przyjmując na masę mezonu górną granicę masy wyzna­
czoną doświadczajnie oraz górną granicę błędu popełnionego przy
ocenie maksymalnej energii kinetycznej elektronu rozpadowego
otrzymuje się że suma mas cząstek neutralnych emitowanych
przy rozpadzie mezonu  m < 30 mo.

Nie przesądzając jeszcze sprawy co do charakteru cząstek emito­
wanych'! ani też ich liczby, wynik doświadczenia przekreśla całko­
wicie. hipotezę rozpadu mezonu  na dwie tylko cząstki: elektron
i neutrino. i stanowi po,vażny argulnent przeciwko hipotezie cał­
kowitego spinu mezonu .

Bogaty materiał statystyczny potwierdzający ogólny wynik
uzyskany przez Leighfona, Andersona i Seriffa dała
praca Ż d a n o w a i C h a j d a r o w a (}ł{ A a H o B, X a i1 A a p o B
(105)), ktorzy badali globalny efekt absorpcji elektronów rozpado­
wych w różnych materiałach i udowodnili, że elektrony rozpadowe
,nie mogą mieć tych samych energii.

Zakładając, że rozpad przebiega .wg schematu

-+ lO + e + v, (II -59)
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autorzy ci znaleźli na \\"'arlosć maks-łllaIJlą energII emitowanego

elektronu wyrażenie _ lC 2 f tlO ' ) 2 1
E-- 1-- .
l

skąd można było wy-znacz-ć masę lO. Interpretacja wyników do­
świadczalnych pozwala określić granicę górną i dolną masy neutral­
nej cząstki emitowanej obok neutrino w procesie rozpadu mezonu")
a mianowicie O .Lo lO .Lo 7'0 mo.

K l e i n (46) zwrócił uwagę na to, że rozpad mezonu l może
być traktowany jako protot p rozpadu (3 F e r.m i e g o (I") b). Zbli­
żoną hipotezę wysunął znacznie "Tcześniej L. \tV. N ordheim (60)")
który opierając się na prac'y Tamma i Bieleńkija (TaM M")
6 e n e H b ł{ 11 H (85)) nad całkowitYl11 l1atężeniem składowej lniękkiej
w zależności od czasu życia I11ezonów i stosunku energii IIleZOllll
oddanej elektronom (B) do energii oddanej fotonom doszedł do wnio­
sku, że jedynym procesem mogącym wyjaśnić istniejące natężellie
składowej miękkiej jest rozpad lnezonu o spinie 1,2 na elektron
i dwa neutrino w procesie rozpadu 1 3 , albo też w niezbyt zrozumiałym
procesie eksplozji nlezonu.

Rozpad ten odbywałby się wg scllematu (II-59), a "izobaren1"J'
powstającym po rozpadzie byłby meZOll neutralny lo. Kładąc
próbnie na masę mezonu neutralnego wartości rzędu do 100 mo
można ocenić rząd wielkości całkowitej energii uwolnionej w pro­
cesie rozpadu  mezonu i znaleść wartość funkcji F e rm i e g o j (E)
dla dziedziny odpowiadającej bardzo szybkim elektronoIII (wzór
I-tOa). Ponieważ T znamy (1-11), a okres połówkowego rozpadu
mezonu jest wielkością zlnierzoną doświadczalnie, wzór (1-9) po­
zwala nam na jakościowe sprawdzeJlie poprawności hipotezy")
Istotnie, uzyskany wynik leży w granicach dokładności stosowa­
nych przy wyliczeniu wchodzących w grę wielkosci i stanowi
ważną wskazówkę na to, w jaki sposób należy podejść do pro­
blemu rozpadu mezonu .

Myśl Kleina podjęli Horowitz, Kofoed-Hansen i Lind­
hard (42), którźy po wpro-wadzeniu pewnych poprawek przy obli­
czeniu całkowitego prawdopodobieństwa emisji elektronu, wiążących
się z odrzutem doznawanym przez. jądro w momencie rozpadu ,
porównali iloczyn I(Eo}. "[1/2 dla rozpadu  trytu (H3) i rozpadu mezonu
znajdując zgodność w granicy błędów doświadczalnych.

Szczegółową teorię rozpadu  mezonu  o spinie połówkowym
podali T h e e l e r i T i o m n o (98). Autorzy ci opierając się na

{II-bO}
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przesłankach czysto fenomenologicznych przeprowadzili rachunki
dla wszelkich możliwych typów wiązań w procesie rozpadu  według
schematu (II-59), a więc typu skalarnego.. pseudoskalarnego.. we­
ktorowego, pseudowektorowego i tensorowego, włączając w dysku­
sję przypadek to=v=O.

Godny podkreślenia jest fakt, że z \\7yjątkiem wiązania typu
pseudoskalarnego wszystkie inne rodzaje wiązań dają na stałą
wiązania (gp.) procesu rozpadu mezonu t wielkość tego samego
rzędu co stała g rozpadu . Zbieżność tych liczb wskazuje, że
istotnie pomiędzy jądrowym rozpadem  a rozpadem' mezonu t
istnieje ścisła współzależność uspra\\7iedliwiająca traktowanie roz­
padu mezonu !-L jako elelnentarnej postaci rozpadu .

Szczupłość danych doświadczalnych nie pozwoliła autorom na
wyciągnięcie definitywnych wniosków co do charakteru wiązania.
Jeżeli jednak przyjąć, że stałe g i gp. są identyczne, oraz że tO = V,
to teoria przemawia za wektorowym ewentualnie tensorowym
typem wiązania. Niezależnie jednak od tego jaki typ wiązanie się
zaakceptuje, koncepcja rozpadu według schematu

!-L+ -+ e + + 2v

zastała przez teorię w zupełności potwierdzona.

(11-61 )
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M. KWIEK

WSPOŁCZESNE POGLĄDY
NA DYNAMIKĘ OBIEGU KRWI

(HEMODYNAMIKA)

1. Przeglqd prac dawniejszych

Główne i akualne ,do dzisiaj idee hemodynamiki dał E u l e r
w r. 1775 [6]. Teoria jego ,ma charakter teorii falowej i opiera się
na bystrej obserw.acji zjawisk i śmia.łych rachunkac.h. Pod:budowa
doświad.czalna tej teorii jest raczej nie wielka, stą,d, mimo że dzi­
siaj do poglądów E u l e r a powracamy, 'powstała patr.zeba p.r.zepro­
w,ad,zenia badań doświad.czalnych, które przez swą prymitywność
i niedokładność ,doprowadziły do błędnych wniosków ar.az innych
teorii, zn.acznie mnjej wartościowych.

Wynalaz,cą urządzenia do reJestrawania prze\biegu ciśnienia
krwi w tętnicy jest M a r e y [13], którego trzeba uw,ażać za autora
kI asy'c z.nego opisu zjawiska tęt'na (pulsu). ,,8 f i g m ,o manom e t r"
M a r e y a, j,a:ko Ip'oręczne narzędzie pracy, dł asum,pt wielu bad,a­
czom do rejestrow.ani.a kr.zywych tętna w różnych okolicznościach
i warunkach .i do lic.zny,ch pr.ac opisowych na ten temat. Niewielu
spośród nich przystąpiło do fizycz,n,ego bad,ania tych krzywych,
traktując je jaka Idr:gania peri.odyczne i -stosując ,do nich ,a,nalizę
f.ourier,owską. I tak np. B r o e m s e r w swojej roz.pr,awie habilita­
cyjnej (1918 r.) badając 'puls tętnicy głównej w pobliżu serca stwier­
dz,a istnienie 40 alikwotów fourierawskich, tzn. pr.zyjmując c.zęstość
tętna 72 min- 1 = 0,83 hz, stwierdza, że jeszcze .częstość ok. 33 hz
ro,a istotne znaczenie; natomiast w naczyniach .obwodowych 'znaj­
duJe 6 do 8 alikwotów, wystarczających do dokładnego opisu
drg.ania. W roku 1933 M a t o b a i K.a j i u r a [14] bad.ają tętno
w naczyniach obw.odowych u 10 z.drowych i 10 'chory,ch na miażdży­
cę tętni1c (arteriosclerosis). Pr.zeprowadzili oni przybliżoną fourie­
rowską analizę, dzieląc okres drgań n,a 24 części i całkując nume­
rycz,nie; godnym z,an,otowania wynikiem jest to, iż p.acjen,ci sklero­
tyczni uj,awniają w 'pulsie obwodowym większe amplitudy wyso­
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kich alikwotów niż zdr.owi. W połączeniu z IPoprz,ednimi wynikami
B r o e m s e r a można by domniemywać, że u zdrowego i ,chorego
mo'że być podobne widmo pulsu w okolicy ser1ca, natomiast u zdro­
wego wysokie alikw.oty ulegaJą silniejszemu tłumieniu wz.dłuż na­
czyń krwionośnych. W r. 1940 B r o e m s e r powrÓcił d.o tego zagad­
nienia [4] usiłując rozwiązać inny problem: drgań własnych oraz
tłumienia aorty, rozumi.anej jako sprężysty zbiornik krwi. Au­
tor ustawił tutaj równania, wychodzące z analizy widmowej pulsu
aorty oraz naczyń obwodowych tę analizę 'przeprowadził. Wreszcie
l. G. P o r j e. również dla rozwiązania innego zagadnienia., przepro­
w.adził większą liczbę ,analiz fournierowskich ,drgań p,ulsu [19] ogra­
niczając ją do trzeciego alikwotu. Ostatecznie więc. dla naszych
wi.adomości o widmie drgań tętna n,ajważniejsze są pierwsze prace
B r o e m s e r a oraz ,prace M a t o b y i K a j i u r y.

Istotnie interesujące są, pr6cz przebiegów ,drgania pulsu
w określonym punkcie, prawa rozchodzenia się fali pulsu w ukła­
dzie krwionośnym. Do nauki o tych właśnie zjawłsk,ach stosuje się
naogół n,azwę "hemodyn.amika". Obserwować tu możemy, że silnie
roz,bu,dowana, ale wy,chodząca z wątpliwych danych doświadczal­
ny.ch teoria nietylko wyprzedziła badania eksperymentalnIe, ale na
dłu!gi okres czasu zwichnęł,a ich kierunek.

E. H. Web e r badał .prędkość rozchodzenia się fali pulsu w ludz.­
kim układzie rwionośnym w latach 1850-tych [21]. W ty'm celu
mierzył odstęp czasu między pojawieniem się uderzenia fali 'pulsu
w ,dwóch punktach, łatwo dostępnych na tętnicy; otrzymana war­
tość wyn.osił,a ok. 10 mIsek i odnosiła się - według naszych dzisiej­
szych pojęć - do ,pręd.kości grupowej. W. Web e r za'początkował
badania ac.hunkowe nad prędkością rozcho,dz.enia się fali pulsu.
Przyjął .on [22], żle krew jest cieczą nieściśliwą o gęstości (>,
a ściany, .naczyń krwionośnych są s.prężyste, lecz pozbawione jakiej­
kolwiek bezwładn.ości. Jeżeli ciśnienie w naczyniu wynosi p, zaś
promień n.ac.zynia r, tiO pręd,kość rozchodzenia się fali pulsu jest:

;Ii

11

}fi[i

2 rv =--.
dv2-0
dp ..

(1.1)

Wzór ten jest o tyle prymitywny, że nie uwzgłędnia spręży­
stoś'c.i óbjętoęciowej naczynia. Pierwszym który wyszedł od sprę­
żystości objętoś'ciowej był v. K r i e s, którego wzór jest

: l

,I:,
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v 2 == Q . dp "
Q dQ (1,2)

gdzie Q aznacz.a p.owierz,chnię przekraju nac:zy,nia [12]. N'aczy,nle
krwionaśne K r i e s ,a pad działani,em ciśnienia zwiększa przekrój,
ale nie wydłuża się. Równaczesne uwzględnienie zwię.kszenia prze­
kraju i wydłużenia naczynia przeprowadził o. F r a n k [7].

Wzór F r a n k a brzmi
'X.

v 2 == ­

Q

x==_dp .
dV' (1,3)

x == maduł spężystośei objętościawej; V Jest zrazumiane jaka cał­
kawita .objęt.ość naczynia krwionośnego, a dV ;pr.zyrost tej objętaści
pad przyrostem ciśnienia dp. Przeliczając wzór (1. 3)n.a pr.omień
r nac.zynia, gruibość b jegO' ścianki oraz moduły sprężystaści Et ­
abwadowy i E 2 - długaściawy atrzymuje się (dla naczynia zam­
kniętego z obu stran)

dp
dV

b 1
rV 2 -1- 1

El 2E 2

.
(1,4)

i

Wzory te podsuwają wprowadzenie pojęcia zastępczej objętoś,Ci V,
która by był.a tak -dabrana, by repre.zentawać całość układu krwi.o­
naśn-e.ga. Taka paje.mnaść zastępcza (pa niem. Win,dkessel, ,ang. air
chamber), nazw,ana pa palsku przez pr.of. M. S e m e r a u - S:i e­
m i.a n.o w s k.i e ,g o ,,:pawietrznią", stanawi pewną fikcję rachun­
awą. Ma ona mieć średnicę a.orty, a dług.o,ŚĆ ,konieczną dla uzysk,a.­
nia takiej :prędkości razchodzenia się, jaka występ-uje napr.awdę
w organiźmie.

Nazwa p.owietr.znia, już utarta, nie ad,daje dakł.adnie znacz.enia
s nazwy niemieckiej, stworz.onej prze.z E. H. Web e r a araz

F r ,a n k a, u których serc.e parównywane jest da silnika wyb'ucha­
wega, wyrzucającegO' krew nagłymi rzutami Wtedy elasty'czne
ściany wielkich naczyn roz.ciąg,ają się) a energia kin-ety,czna krwi
wyrzucanej zmienia się w patencjalną energię sprężystą. W akres.ach,
których serce nie pompuje, p.o'walny skurcz wielkich n,ałczyń .daje
równamierny .odpływ krwi przez drobne naczynia obwodawe. Sprę­
żyst.ość wielkich naczyń d.aje WIęC ten sam efekt, c.o s:prężystaść .pa­
wietrz,a, ś.ciskaneg.o przez wadę w zbiornikach wys.okoprężnych in­
stalacji w.od,ociągowych.
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Badania D. A l e k s a n d r o w a [1] wykaz.ały, że nie ma, związku
międ,zy wylilczonymi dla różnego rodzaju pacjentów wymiarami (ra­
czej dłuigością) powietrzni, a ich stanem ,chorobowym. N.a,dzwyczaj
sumienne i ,dokładne pomiary tego autora wykazują, że pojęcie dłu­
gości powietrzni, łatwe do wprowadzenia teoretyczneg.o, nie jest ,ce­
lowe w opisie stanu układu krążenia. W związku z tym prace
F Ir a n k a [8], B r o e m s e r a i R a n k e g o [5] or.az W e z l e r a
i B 6 g Je r ,a [23], które miały w oparciu 'O teorię powietrzni wpro­
w.adz.ić prawidłową definicję prędkaści rozc.hodzenia się, oraz o'pa­
now,ać z,agadnienie tworzących się odbić i fal stojących, nie mogły
dop'rowadzić do ro.zjaśnienia sytuacji. Rozjaśnienie to zawd.zięczamy
A. A p e r i e m u, Kar o l o w i M ,a y e r o w i (pracującemu nieza­
leżnie od niego) oraz G. P o r j e m u, który kontynuuje prace
Aperii.

Zdefiniowane pojęcia 'prędkaści posuwania się fali 'postę.pującej
nie przedstawia trudności. W prostym przypadku "profil" fali, tzn.
zale.żność wychylenia  od cz!asu t, pojawia się bez zmian w każ'dym
punkcie tętnicy, tylko z opóźnieniem proporcjonalnym do o.dległo.ści
punktu obserwacji od obranego punktu początkowegp. Wyraa się
ta wzorem:

;= f(t-). (1.5 )

W pr.zy;padku nieoo bardziej skomplikowanym profil, dany ,przez
funkcję f .zmienia swą wielk.ość w miarę oddalania się od punktu
poc.zątkowego. Współczynnik"proporcjonalności cp (l) z.ależy tylko od
odległoś,ci l:

; = (r (l) · f ( t - :)

W 'obu tych przypadk.ach łatwo znaleźć n.a profilach fal, obserwowa­
nych w dwóch miejscach tętnicy, punkty które sobie odpowiadają:
będą to punkty, w których funkcja f ma tę samą wartość. Definicją
prędko.ś'ci fazowej takiej f.ali będz.ie stosunek odległości miejsc ob­
serwacji Ido czasu, jaki u.pływa między 'poj.awieniem się odpowia­
d,ających sobie punktów profilu w obu miejscach.

.Jeżeli jednak profil fali zmienia nie tylko swoją wielkość, lecz
również i swój kształt w zależności .położenia od punkt.u pomiaru,
to zdefiniowanie 'prędk,oś'ci roz,chodzenia się fali nie jest takie łatwe.Mogę tutaj być różnie przypadki, np. .

(1.6)
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= cp(l) f (t -  ) + 'P(l) r(t -), (1. 7)

który s.potykamy np. przy promieniowaniu dipolowym, i wtedy:

ą> (l) = _1 \ł ( l) = 1 . albol ' l2 '
= f (t - )+ g (t + -), (1. 8)

spotykany w f.alach płaskich z od,biciami.

Jeszcze ,ciekawszy przy'padek mamy dla f.ali rozchodzącej się
z jednego -punktu. Szczególnie interesujące jest wtedy rozch.odzenie
się profilu fali sinusowej, określonego nie pr,ze.z wy-chylenie  lecz

przez prędkość cząstki  ; . która jest równa [9J

a; wA. ( l ) A ( l )-=- SIn (O t-- + ,'COS(lJ t- ,a t cI c l"' c (1.9a)

Te dwa składniki moż,na zebrać w jeden, w.e,dług zwykłych zasad
dla przekształceni.a fun,kcji trygonometry-cznych, ,pisząc

1-=a cos Cil ' = a sin a, skąd
(Ol2

ca = arctan-,
mI

co daje

.-.?]=_ roA .' Sin(O ( t-- ) .at cI cosa c (I) (1.9b) ,

Widać stąd, ż.e profil f-ali jest sinusowy; znajdźmy prędkość f.azową
tego profilu. Będzie to prędko.ść obserwatora, który porusza się
z falą, tr.zymając się .określonego pun:ktu Ipro.filu.

W czasie 11 t obserwator ten przebiega ,drogę 111; aby związać
go z ,określonym punktem profilu starczy napisać, że warto,ść ar­
gumentu funkcji sinus nie ul,e.ga zmianie 'prze,z doąanie tych przy­
rostów czasu -oraz drogi, czyli

A (O 11 , lm L.\ t­
c ( arc tan c . - arc tan ) =om (l + L\ l) l' (1.10)



Współczesne poglądy na dynamikę obiegu krwi 283

Wyr.az W nawi.asie w przybliżeniu moż,na napisać w postaci: j

d ( C ) wc t!l- arc tan - t! l = - ,dl roI w 2 l 2 +C 2

z której

co d.aje dla warunku (1. 10) relacje
I c t! lt---+ = O ,
c (0 2 12+ c 2b ' d . . k k dk " f t1 lezposre nlO wynl a szu an,a prę osc azow.a--:t\t

v== 1 J == c ( 1 +  ) ;t (J)2 r­
jest ona zatem zmienna w zależności od odległości l od źr6dła.
W przy,padku (1.8) prędkość rozchodzenia się jest stała i równa + c,
ale nie może być definiowana dla profilu f+g, tylko wynosi -+-c dla
pIiofilu f oraz -c dla profilu g. Nie m,ożemy wtedy stosow,ać poda­
neJgo wyżej rozumowania o ,,.odpowiadających sobie punktach pro­
filu" dla mierzenia prędkości roz.chodzenia się f.ali.

Przypa,dek (1. 8) można - jak to zro,bił A. A p e r i a [2] - nagiąć
d,o ,celów hemodynamiki, kładąc

(1.11)

f=ACOSro(t-  ), g=BCO.Sro(t+ ).
Będzie wtedy - zg,odnie ze znanym .ogólnie rozumowaniem o falach

,stojących

P=Acosro(t-  )+Bcosro(t+  ) =

. (A-B) cosro(t-  )+B{cosro(t- ) + COS(ł}(t+  )}=

=(A- B) cos (O (t- )+ B cos rot cos : l =Pl+P2' (l. 12)

Składnik P1 = (A-B) cos m (t-lIc) jest nazywany falą postępującą,
natomiast składnik P2 = B ,cos mt cos 001 'n.azyw.amy falą stojącą;
P2 .osiąga swoje warto.ści równocześnie wz,dłuż całej tętnicy; war­

wI
tości t-e rządzone są pzez ,c.zyn,nik B cos. _, zależny od punktu

c

'" I

po miaru z.

'I
I

1[ I
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Zwolennicy teorii powietrzni musieli przyjąć fakt doświad­
cza.lny, że fala pulsu nie jest falą czysto postępującą, lecz że za­
\viera trudny do oddzielenia składnik, będący falą stojącą, pocho.­
d.zący od odbić - or,az nalożony nań składnik postępujący. F r a n k
l)odl-cre:;la znaczenie odbić, ale nie czyni z tego użytku w rozbudo­

Rys. 1

wie teorii powietrzni. Woli .on raic.zej przyjąć jako wysoce praw.do­
pudoł)11e, że od-powi.adają sobie punkty, poło'żone na krzywych ipulsu
w "\Ąryso.kości 1/5 nad dolnym minimum na gałęzi wzrastającej. Sta­
nowis.ko takie można uważać za z-dr.owe: jest to umowa, obarczona
w takim samym sto;p.niu .dowolnością, jak umowa o długości po­
lietrzni. B r o e m s e r i R a n k e wprow,adzają inną, równie ,do­
\volną u:mowę: za punkty o.dpowiadające sobie uważają pierwsze
punkty zwrotne gałęzi wznoszących się (rys. 1).

Natomiast W e z l e r i B o g.e r chcą powiązać w konsekwentny
sposób długość powietrzni z falą stojąlcą, istniejącą 'W aorci,e. W tym
eelu uważają oni powietrz'nię ,za .od'powiednik pisz.czałki krytej
o dług'ości równej 1/4 długości fali. Uzgodnie,nie tego założenia z da...
nymi doświadezalnymi a pr.zeb.iegu krzywych pulsu w różnych
punktach układu prowadzi Ida okresu drgań własny.ch po\vietrzni.
wynoszącego od 1/4 ,do 1/2 sek, zatem zg,odn.ego z okresem drugiego
lub trzeciego alikwotu f-ali pulsu. Rachunki tych autoró\v są jednak
tak dalece upraszczone, że obracają się na p.ograniczu z dowolnymi
oszacowaniami.

Bezpośrednie pomiary przebiegu ciśnieni.a fali pulsu przeprowa­
dzali H a m i l t o n i D Q w [10]. t.Z'wierzęciemd.oświa,dc.zalnym był
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pies; przy :pomocy specJalnegO' manometru badano przebieg ciśnie­
nia "Wzdłuż ,aorty aż do tętnicy udowej. O.kazało się, że chociaż śred­
nie ciśnienie pozostaje stałe, posz.czególne krzywe ciśnienia są różne
i ciśnienie maksymalne wzrasta w miarę bliżania się do tętnicy
u.dO'wej. Jeżeli w drodze umowy przyporządkować sobie jako ,od­
powiednie pewne punkty wykresu ciśnienia, to otrzymuje się pręd­
kość fali wzrastającą wr.az ze zbliżeniem do tętnicy udowej. Ta.ką
samą dO'woln1ością jest podporządkO'wanie sobie pewnych punktÓw
na wykresach ciśnienia, jak tłumaczenie otrzymany,ch różnic pręd­
koś'ci pr.zez hipotezę o lokalnych różnicach sprężystości ,aorty. Wy­
cz,uw.a się tu wyraźI1Y brak ścisłego 'pod,kładu fizyczne,go.

2 Prace M a y e r a, A p e r i i oraz P o r j e g o

Prace zreferowane powyżej nie wyświetliły, a częściowO' nie
zauważyły nawet istotnych ,problemów hemodynamiki. Trzeba bar­
dzo wielkieg:o krytycyzmu, alby uwO'lnić się od sug,estii dobrze roz­
budowanych, ale 'nieuguntowanych ,doświa.dczalnie teoryj i rozpo­
cząć ba,d,ania zjawisk od początku, odrzucając cały b,al.ast prac po­
przedników.

Kar o l M a y e r 1[15] i [16] rozpoczął wnikliwą obserw.ację zja­
wisk ,przepływu krwi, przyjmując stanowisko, że dawne opisy nie
są dokładne i że nie można na ntch budować żad,nej teorii ś,c.iślej­
s'zej. Obserwacje K,arola M a y e r a są n,astępując.e:

I. Fala p'ulsu składa się 'ze skład,ni.ków ,alikwO'tów fourierowskich,
roz,chodzących się w naczyniach krwionośnych z różnymi prędko­
ściami. Najszy'bciej rozchodzi się - z pręd\kością ok. 1 500 'm/sek ­
pierwsze ud,erzenie ciśnienia, które ze wz'ględu na swą nagłość za­
wierać musi częstoś,ci do 500 hz con.ajmniej. Najwolniej porusz,a się
- z prędkością grpową ok. 10 m/se.k - f.ala przepływu krwi.
W pierwszym ,ud'er.z,eniu ciśnienia nie ma j.esz:c.ze wyraźnego prą,du
krwi, jest O'no jed'nak zdolne rozsz.erzyć dobrze naczynia, zmniejszyć
ich opór hydrodynamiczny i utorow,ać drogę .przyszłemu p,rądowi.
. II. W wytworze.niu zjawiska fal,O'wego biO'rą udział naczynia
krwionO'śne i tkanka otaczająca nietylko jako 'masa sprężysta (jak to
chciały widzieć daw'niejsze teorie), ,ale również jako lnasa bez­
wł.adna.

Doświadczenia o:pisane w tych pr,acach wykonane są coprawda
m etłodam i prymitywnymi, bez stosowania urządzeń ele.ktroaku­
stycznych, są jednak przekonywująee. Prędkość roz'ch,odzenia się
jest definiowana. nie przez porówn,anie dwóch odpowiednich punk­
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tów na wykresie sfigmamanometry,cz,nym, ,ale prz,ez pomi.ar czasu
pomiędzy skur,czem lewej komory a dojściem pierwszego. uderze­
nia ciśnieni.a da naczyń obwodowych, oraz między skurczem lewej
omory a doj,ściem fali przepływu krwi ,do naczyń obwodowych.

M a y e r w swych dostępny,ch .dla ,nas pracach nie przeprowadza
rachunków dotyczących pręd,kości pos.zczególny'ch fal, interesuje się
tylkO' oszacowaniem pracy wykonywa,nej przez serce. Łatwo jest
zrekonstr,uować rozważania teoretyczne, doty.cząee dyspersji pręd­
kości i prędkości .gru,pawej w naczyniu krwianośnym, a ile zanied­
bamy istnienie adb.ić. Zaniedbanie ta jest .dopuszc,zalne, jeżeli .defi­
niować prędkości tak, j.ak ta definiuje M a y er: nie jaka prędkaść
fazy całkowite.go profilu, mierzoną pomiędzy ,dwama ,dowalnie obra­
nymi punktami abserw,acji na tęt'nicy, ale jako pręd.kość roz,chodze­
nia się czała za'burzerlia, mierzoną między źrÓdłem zaburzenia
a punktem, 'W którym po,vsta,je ewentualne adbicie. Przytym po­
głębion,a abserwacja M a y e r a dostrzega - zgodnie zresztą z prze­
widywaniami pagłębionej teorii - d'wa zaburzenia: .zaburzenie ciś­
nienia, oraz zaburzenie prądu, do czegO' powrócimy, omawiając kry­
tycznie met:ody idoświadczaln-e.

Dla znalezienia wyrazu matematycznego. dla oporu, jaki stawia
ścianka tętnicy przeciwka sile ciśnienia, moż.emy w pierwszym
przybliżeniu Iiaz.umować następująco. Niech przez tętnicę przeicho­
dzi sinusoidalina fala ciśnienia, dana przez

p =pcosw(t- : ). (2.1)
W ,pewny,m punkcie weźmy p.od uwagę równow,agę ciśnień dzia­

łających 'n,a element powierzc.hni ś:cia,ny. Przeciwko ciśnieniu krwi
pojawiają się następujące ciśnienia wywołane przez wpływ ścianek.

J. Siła sprężystości, której ciśnienie na ele'ment powierz.chni
będz.ie

Pl =kr,
gdzie k jest adpo.wiednim współczynnikiem sprężysto.ści, a r przy­
rostem 'p,romienia ro tętnicy pod działanie.m ciśnie,nia p.

II. Siła tarcia wewnętrznego w ścia'nkach tętnicy i rozpychanych
tkankach atacz.ający,ch, proporcjonalna da prędkoś,ci dr/dt ruc.hu
ścianek naczynia; ciśnienie wywałane prez wpływ tej siły będzie- d6r

Pił. = R ,
dt



Współcz.esne poglądy na dynamikę obiegu krwi 287

gdzie R jest odpowiednim wspólczynnikiem t.arcia wewnętrz.nego,
odniesionym do jednostki powierzchni wewnętrznej naczynia.

III. Siła bezwładnoś'ci P3 masy Mn ści.any n.aczynia wralz z masą
IVlt ,poruszony.ch tka.nek (łączn.a masa. M = Mn-ł- Mt), proporcjonalna
do przyśpieszenia a = d 2 Óorldt 2 u.dziel.o.nego ścianie ,naczyni.a:

"­

d 2 dr
P3=m -2'dt

g,dzie m jest gęstością powierz,chni.ową m.asy M, .odniesioną do jed­
nostki powierzchni naczynia.

Równość ciśnienia krwi oraz ciśnień re.ak,cji daje równanie
--­

Pl + P9 + Ps = P,
czy li

- d /1r d 2 r ( X )k  r +- R -- + m ----- = p cos (j) t - - .dt dt c (2. 2)

Równanie to łatwo scałkować kładąc /1r = /1r cos w (t- : +l\!)
i wyliczając algebr.aicznie niewiadome Óor .oraz 'ł'. Otrzymuje się

r= - -p .
l/(mU)-  r+R2'

-R
tan \V= -,-- k ·

m (J)­
(j)

(2. 4)

Z wz.orów tych mo:żna wni.oskować o współczynniku sp.rężystości
objętościowej n.aczynia, jeżeli zało.żyć że n.a'czynie nie doz.naje wy­
dłużeni.a sprężystego, co jest w przybliżeniu słuszne, a. tylko powię.k­
szenia promienia. Jeż:eli ci.śnienie doznaje przyrostu dp, to promień
doznaje przyrostu dr =dr. Powierchnia przekroju zwiększa się
o powierzchnię pierś:cienia 21tr. dr, a objętość n,aiczyni.a o długoś.ci J.J
zwiększa się o 2Jt r. dr. L. Względ:ny przyrost objętości jest

dV

V

2Jtr L · dr 2 dr
(2. 5)Jtr 2 L r

Współczynnik sprężystoś1ci objęto.ściowej x = dpldV można wyli­
c:zyć znaJdując związek między dr a dp z wzorów (2.4) .oraz (2. 1).
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Dla wartości bezwzględny,ch znajdziemy związek
\

dr == dp _
f 00 2 R2 + (m 00 2 - k)2

(2. 6)

skąd, rponieważwedług (2.5) dV = 2 Vdr , otrzymuje sięr

_ rf 2 R! -+ (m 00 2 - k)2'X,- --.
2V

Współczynnik ten naly odnieść ,do je1dnostki tobjęt.ości, co daje
wprost 1 r ----­

Xi = - r V 00 2 R2 + (m 0)2 - k)22
(2. 7)

A B A'
I

8'

X x+ox x"'"ł )(+ ł f-ox+ :: .cfx
Rys. 2

Pręd,kość rozchodzenia się fali możemy wyliczyć wyp,rowadzając
równa,nie talowe dla 'Omawianego przebiegu, przy z.ałożeniu, że
zmi.any ciśnienia są bar,dzo m.ałe. .J est to dozwolone dla każdego ali­
kwotu sinusowego z osobna, gdy,ż nawet c.alkowite ciśnienie m'oż.na
uw,ażać za małe w połrówn,aniu z ciśnieniem średnim, a to całkowite
ciśnienie składa się z ci:śnień kilkudzi,esięciu alikwotów sinusowych.
Pomyślmy w nac.zy'niu dwie geometrycz1ne pł'aszczyzny A or,az B,
pł"iOstop:adłe do osi naczynila (rys. 2). Pewn.a warstewka krwi, og!rani­
czona tymi p'łaszczyz,n.am.i, zajmuje położenie dane współrzędnymi
x oraz x + dx. p.o upływie krótkiego ,cz.asu dt, p,od wpływtem działa­
jącego ciśnienia, w,arstew,ka ta przemieszcza się w nowe położenie
A'B'; warstewk,a A przechodzi w położenie A' 00 współrzędnej x+
(gdzie  jest wielkoś,c.ią zwaną przesunięciem cząstkowym krwi

-t
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w punkicie x), a warstewka B przechodzi w położ,enie B' dane przez

x +  + ()x +  ()x. Wyraz o  ()x jest dodatkowym przesunięciemoX oX
ograniczeń warstewki względem siebie, pochodząc'ym .od zmianc.iś­
nienia; możemy napisać

a=
oX

gdzie (j będzie deformacją warstewki w zależnoś.ci od współrzęd­
nej x. Deformacja warstewki musi być równa ilorazowi zmiany ,ciś­
nienia pr.zez współczynnik sprężystości objętościowej

Sp 1 dV(J = - :;::.: -.  . p.'Xl V d p (2 ..8)

Oznaczmy teraz przez 6p zmianę ciśnienia w punkcie A'. W ,punkcie
B' wyniesie onao (Bp) o (J o  (}

f}p + -{)x = Xl o + XJ -Bx = 'X 1 -- + 'XlX..OXoX oX
Różnica ciśnień na obu stronach warstewki musi być - o ile za­
niedbamy lepkość krwi - równa ciśnieniu sił bezwładnoś,ci krwi,
zaty.m 3 2  ,o ;x -B x = n x ­10 X  u o t 2 , (2. 9)

gdzie Q .oznacza gęstość. krwi, a prawa strona m,a znaczenie iloczynu
m.asy przez przyś'pieszenie, odniesionego do jednostki powierzchni.
Równanie to jest równaniem falowym

0 2 ; - 2 0 2  d . dk " f l .- -- c -, g. Zle prę osc a l c =o t 2 o x 2 { y] . (2. 10)

\

Rozwiąz;an,iem tego równani.a może być dowolna funkcja o postaci

; = f1(t-  )+f2(t+  );

jeż,eli przyjąć ze nie ma odbić, to wystąpi tylko pierwsz.a z tych

19 Postępy Fizyki II
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funkcji. Możn.a ją przyjąć, zgodnie z doświad'czalnie stwierdzoną pe­

riodycznością ruchu, jako; -'- -A sin Ul (t-  ), wtedy będzie

"rp = x (J = Xl  =.ł4. cosw ( t- x . ) ,
oX x c

zgodnie z pr-zyjętym za punkt wyjści.a wzorem (2. 1).
_ . 9tr:zy,m.aawartość dla c o,kaz.uje się z,ależna- od częstości. Jeżeli

weźmie,my %1 z wzoru (2. 7), o .otr.zymamy

c 2 = ;0 V w 2 R2+ (m m 2 -k)2,""-I,

(2. 11:

.­

Dla c.zęstości ,granicznie małych mamy

9. T k
C'" :::;;:: ') -.e (2. 11a)

(2. 11)

Jeżeli :możn.a zaniedbać. tarcie R, to dla wielkich częstości wzór
(2. 11) "przybiera p.ostać

rmw 2
c 2 ==

2 Q ,
(2. l1b)

jeżeli natomiast R, tarcie w tkankach ot-acz.ających jest. duże, to
m,amy rw r-'

c 2 = - JI R2 + m2w220
....

(2. lIc)

f

"bla granic:zni.e wysokiich częstości .prędkość C jest proporcjonalna
do 'częstości w, istnieje więc -zj.awisko zwane dyspersją prędkości.
Musi więc też istnieć osobna prędkość gr\upowa, z którą b.ędzie roz­
chodzić się .c.ałkowita fala tętna, i prędkość ta będzie różna od fazo­
wych 'pręd,kości fal ciśnienia alikwotÓw. Widzimy więc' że pr.z.epro­
wadz,one przez nas rozważ.ania uj.awni.ają istnienie dyspersji pręd­
koś.ci w naczyniach krwionośnych.

. Należy jednak p.odkreślić, że w wyprow.adzaniu powyższych wzo­
rów poczyniliśmy pewne uproszczenia, z których n,ajważniejszym
jest zał.ożenile, że .zmiany 'promienia n,ac.zynia możnla uw:aż.ać za małe
w 'porównaniu z samym 'promieniem. Przypus.z.czalnie założ.enie to
nie prow.adzi do dużych błędów, jeżeli chodzi o duże tętnice. Nato­
miat_astosow,anie go do <Iro"ł?nych naczyń obwodowych byłoby nie­
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usprawiedliwi'one, tym bardziej, że w n,aczyniach tych gęsto'ść
masy m, poruszanej wraz ze ścianką nac.zyni.a, będzie z.ależna nie­
tylko od częstości Idrgań, ale od konfiguracji c.ałej siatki na.czyń ka­
pilarnych danego narządu. Z powodu.- bowiem m,ałych odleg-łości
między n,aczyniami kapilarnymi trzeba przy.pusz,cz,ać: że ta sam,a
m,asa tkanki będzie poruszana przez różne naczynia.

- Zagadnienie pręd.kości prz.enoszenia się fali, ciśnienia w n,aczy­
ni ach kapilarnych wy,d,aje się niedostęp,ne dl.a rachun.ków i ra­
czej powinno być tematem bad,ań ,doświadczalnych.

Zanim podejmiemy refer,ow,anie 'prac A p e r'i i, wyjaś.nimy bli­
żej pojęcie prędkości gru,powej. Ciśnienie tęt'na jako periodycz,na
funkcj,a c.zasu daje się przedstawić w postaci sumy funkcji s.inu­
sowych 'postaci:

p = p cos (U (t--)

--­- -­
Rys. 3

Prędkość c jest zależna od częstości drg.ń u). Jeżeli rozp.atrzymy po­
suwanie się wzdłuż nac.z.ynia ja1kiejś "grupy" -fal, złożon,ej z fal si­
nusowy.ch 'O różnych prędkościlach rozchodzenia się, to prędkość
rozchodzenia się całej gru.py, zależy od prędkości składników. Naj­
prostszą grupą moż.e być suma dwóch falo prawie równych często­
stościach 0.)1  W2 i prędkości.ach c t  c 2

---" ( X ) ( X )P = cos (Ut t- c t + COS (U2 t- C2 (2. 12)

ma ona post.ać p,oda.ną na rysunku 3. Kształt grupy obwiedzionj- jest
linią kreskowaną; 'pręd.kość posuw/ania się tego ks.ztałtu jako całości
n,azyw,ać się będzie 'prędkoś,cią 'grupową. Dla wyliczenia tej pręd­
kości starczy przekształ,cić wzór (2. 12) z sumy n.a iloczyn, kładąc
o.)1+ W 2=2w, (J)1-(D2=dw oraz C 1 +c 2 =2c, C 1 -C2=dc:

19'*
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p = COS 00, (t- ; ) + COS 002 (t- -: ) ­

: = 2 cos ! { (oo 1 +oo 2 )t- ( oo t + (02 ) X cos 2 1 { (ooI-002)t- ( ool - (0 2 ) X } ,
2 c t C 2 , c 1 C2

przekształcając dalej z zani.edbaniem iloczynów wielkości  w i  c
jako 'wielkości małych otrzymuje się

( X ) O) ( X )P = 2 cosoo t- 008 2 t- c ( 1- w C ). c oo (2. 13)

l'

W tym wzorze widzimy ,dwa cZ'ynniki. Pierwszy oznacza falę Q śred­

niej częstości 00 = -.!(001 + (1)2) i o średniej prędkości rozchodzenia się. :2
1

c == -(cJ + c 2 ). DTugi oznac.za amplitudę, a więc .maximum c:iśnie­
2

nia pierwszej f.ali. M,aximum to nie .ma stałego położeni.a, jak to było
w fallach stojących, ale przemieszcza się wz.dłuż 'n,aczynia z pręd­
koś,cią:

( W tJ.C )
g=c 1-­

c' (J) (2.. 14)

a wartości jego dla pewnej chwili tworzą również f.alę - o;znaczoną

na rysunku jako kreskowana obwiednia - o ,częstości drgań  /'100,
Obwiednia t.a wyz,n,acza grupę falo długości:

'l _ _ 2n9 41CC w cI\. =--­
g 1 1100 L1oo(J)-(J)

'2

W prawd,ziwym -przebiegu clsnleni.a krwi w.naczyniach mamy
do czynieni.a nie z dwoma 'nakł.adającymi się na siebie drganiami
. sinusowymi o różny,ch prędk,ościa,ch rozchodzenia się, ale z wielu
drganiami, 'dlatego "grupa". wytworzona .ni,e ma takiej po.staci jak n.a
rysunku; "grupą" jest wł,aśn:ie zwykła fala tętna. Roz-chodzi s.ię ona
z prędkoś,cią ,grupową, którą mierzy się w doświaldceniach wyżej
opisanyc.h i ,którą mo'żna odróżnić od prędkości f.azowej fal skła,do­
.wych. Wyliczenie 'prędkości grupowej ;dla wielu składników nie
prowadzi do tak p,rostego wzoru) jak (2. 3).

\
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W świetle tego wyjaśnienia jest zrozumiałe, że mogą współist­
nieć w tętnie fale ciśnienia, rozchodzące się z wielką dl,a wysokich
alikwotów prędkością fazową, które obserwował M a y e r, oraz f,ale
"tętna CC  rozchodzące się z nie\vielką prędkością grupową, znane
i obserwowane powszechnie.

Wielką zasługą A p e r i i jest wciągnięcie do rozważ,ań teore­
tycznych zagadnień .odbić fali tętna [2, 3]. Według tego b,ad,acza, fala
tętn,a, pierwlotnie postępująca, ulega w rozgałęzie,niaich tętnic 'Odbi­
ciom, które :posuwają się w przeciwnym kierunku; powróciwszy do
serca, odbijają się te fale .ponownie itd. Jednak przy tych odbicia,ch
nie ,mamy wierneg'O za.ch:owania profilu Lali; odbicie jest 'częściowe,
przez co ,profil fali odbitej uleg,a znac.znej zmianie, polegającej nie­
tylko n.a zmniejszeniu.

Ostateczny profil fali można n,apisać:

p (x, t) == f (x - et) + F (x + et)

gdzie funkcj,a f łączy w sobie wszystkie n,akładając.e się profile fal
biegnący,ch ku nac,zyniom .obwodowym, a F wszystkie nakładające
się profile ,od,bite biegnące .ku sercu. W związku z tym A p e r i a
prow.adzi rewizję pojęcia prędkości rozcho.dzenia się fali, docho,dząc
do rozróż.nieni.a pozornej, wypadkowej prędkoś'ci fal z odbiciami od
faktycznej prędkoś,ci roz,chodzenia się fal składowych.

Dzieło A 'P e r i i pro,wa,dzi dalej P o r j e [19], który zdejmuje
przebieg ciśnienia pulsu w różnych .punktach ukł.adu tętniczego
i wyko'nuje najpierw analizę harmoniczną otrzymanych .krzywy-ch,
poczem dla trzech n,ajniższych ,alikwotów fali ciśnieni.a 'Oblicza fak­
tycz.ne prędkości rozchodzeni.a się. Metoda rachunk'Ow.a P o r j e g o
nawiązuje do sformułowań A p e r i i. W pierwszym przybliżeniu,
zaniedbując odbicie, porównuje on ciśnienie dla pewnego alikwotu
o punktach Xo oraz Xi (wzory przepisane w ozn.ac,zeniach stosowa­
nych w n(aszym a,rtykule):

_ ( xo )p (x o , t) = A (x o ) eos n ro t-c- ; P (Xl> t) = A (ad cos n (J) (t- :)

i sprow1a-dza p (Xt, t) do postaci

p (X!. t) = A (X!) cos n{ (J) (t- : )-ban}'
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gdzie t1 a n jest pr,zesunięcien1 fazy, które można wprost z.mierzyć na
oscylogramie n-tego .alikwotLl:, wyliczonym ze z,djętych krzywych
ciśnienia. Z porównania wyrażeń na p (Xt, t) otrzymuje się:

X I ___ 'X J
(I) --- -- (I) - - + t1 a n , skądC n C: 1

ro(X 1 - xo)C'l=-- ·
!1 a n

Uwzględni.ając od1bicia, otrzymuJe się po dokładniejszym rachunku
pewną poprawkę na rÓżnicę faz t1 an, poprawka ta waha się między
1,5 a 8,5%.

Pomiary P o r j e g o mają znaczenie nietylko dla fizyki, ale rÓ'l­
nież dla medy.cyny. Okazuje się, że pacjenci cierpiący na podwyż­
szone ciś,nienie mają w.yższe ciśn\enie pierwszego alikwotu, a nie­
tylko wyższe ciśnienia średnie. Pierwsze trzy alikwoty zdaniem
p o.r j e g o przenoszą większość energii tęt1n-a. Silne odbicia obser­
wuje się w pierwszym alikwocie, w afu1gim i trzecim odbicia są zni­
kome. Prędkości rozchodzenia się drugiego .oraz trzeciego alikwotu,
prawie taka sam,a, rosną z wiekiem 'Osoby badanej.

Q,dbicia drugiego i trzeciego alikwotu są silniejsze u osób cier­
piących na n:adciś,nienie, a prędkość rozchodzenia się ,poszczególnych
fal u tych osób również wzrasta.

Należy zwrócić . tutaj uwagę na fakt, ze lek,arski sposób mierze­
:n.ia .ciśnienia .nie d,aje w wyniku średniego ciśnienia w rozu'mieniu
fizyczny,m teg.o słowa. .Stanowi on pewien przepis dający wielkość
nazywaną "ciśnieniem", która prawdopod'Obnie jest proporcjonaln!1
do średniej kwadratowęj ciśnienia; przepis ten jest jedn,ak o tyle pre­
cyzyjny, że wynii pomiarów epr9dukują się. Pomiar lekarski po­
leg,a na podwyższ.eniu ciśnienia hydrastatycznego w tk,ankach ota­
zają'cych tętni'cę do takiej wysokości, aby wstrzymać roz,cbodzeni.e
się fali t.ętna wz,dłu:ż naczynia, n.adwyżkę ciśnienia mierzy się
i uważ.a się ją z.a ciśnienie kwi. Brak jednak ścisłych dany,ch do­
świałdcalno-pomiarowych .doty.czcyeh związku między tak 'mierzo­
nym ciśnieniem a ciśnieniem średnim.

Pomiar zmiennej skladowej ciśnienia dok'Onywany jest dzisiaj
doskonalszymi metodami ..ni metod,a -.M ą. r e y a, wy.mieniona a
'wstępie. Polegała ona na pomiarze ruchu ścian naczynia przy
'pomocy pneumatycznego przeniesienia. Do naczynia w miejscu,
w którym jest ono płytko pod skÓrą, dotyka pelo tika, przykle­
jon.a do membrany kaulczukowej. Me.mbrana ta zamyka płalskie
pudełko walcowate; ruchy'jej p'owodują zmiany ciśnienia powietr-la
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w pudełeczku. Zmiany te przenoszą się przez cienką giętką rurkę
do drugiego analogicznego pudełeczka, którego membrana zaopa­
trzona jest w piórko piszące na bębnie kimografu. G,dyby 'naczynie
było sprężyste, tzn. gdy.by można było .zaniedb,ać b,ezwładność ścia­
nek n.aczynia, ,dalej; gdyby mOżna było z.aniedbać bezwładność pe­
lotki i ur.ządzenia piszącego, to wychylenia piórka byłyby propor­
cjon,alne .do ciśnienia w naczyniu. Przy uwz:glę:dnieniu bezwład­
nQści propo,rcjonalność ta istnieje równięż, ,ale tylko dla drgHń sinu­
sowych; drg,aonia złożone ,ulegają deformacji. Aparat F r a n k a ­
P e t t e r a m,a analogiczną budowę, ale n'Cłipełnio.ny jest cieczą, a nie
powietrzem, j zawiera duży opór hydroidynamiczny, tłumiący drga­
nia wlasne bezwładnego układu. Uchodzi on za dokł,adniejszy od
aparatu M la r e y a.

Nowoczesne przyrządy są odbiornikami nieru,cho'mymi, które
mierzą wprost ciśnienie.. Zasadą ich jest użycie kryształów pie.zo­
elektrycznych, ładujących się elektrycznie pod wpływem cisnienia.
Kryształ taki nie mierzy ruchu naczynia, tak że nie wprowadza
błędu, .z.aw1artego w aparatach M a r e y a .oraz F r ,a n k a i P e t ­
t e r a, polegającego na pomiarze nie ciśnienia, ale amplitu.dy ruchu
ścianki naczynia obciążonej masą nietylko tkanek, lecz ru.chomą
masą. przyrządu. Kryształ taki mierzy w'prost ciśnienie jako siłę..
Spostrzeżenia te dali L a n g e v i n oraz G o m e'Z *).

Wadą ąparatu piezoelektrycznego jest to, ,że musi on wspóJ.pra­
cować .ze wzm.acniaczem lampowym, który naogół 'Osłabia amplitudy
drgań o niskich częstościach, a wogóle 'nie rejestruje składowej st.a­
łej ciśnieni/a. Najłdoskonalsze aparaty szwedzkie tej konstrukcji
(dr E l m q v i s t 1950), przyłączone do elektrokardiografu, rejestru;ą
drg.ania ciśnienia o za.kresie od 0,18 hz .do ok. 150 hz, to zn. o okre­
s.ach 5,5 sek .do 0,006 sek. Należałoby dążyć do rozszerzenia tego za­
kresu na 0,05 hz do 2000 hz; wtedy byłoby możliwe obserwowanie
wahań 'ciśnienia wy'nikających np. z chwilowego podrażnienia nerwu
błędneg.o, oraz najwyższych .a,likwotów fali ciśnienia, których waż­
ność będzie wyjaśnion,a w następnym punkcie.

3. Rozważania końcowe o oporze hemodynamicznym
Całkowite 'ciśnienie w .naczyniu możemy rozłożyć na skł,adnik

stały Po (ciśnienie średnie) oraz skła.dnik zmienny bp. - zaburzenie
ciśnienia. Ponieważ zaburzenie jest periodyczne, można je w myśl
twierdzenia F ło U r i e r a rozłożyć n.a szereg:

*) cyt. za P o r j e m [17, 18)
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(
\

p = Po + bp " Po + Pi COS 0)1 (t-  -<Pl) + P2 COS 2 (J)1(t- - qJ2)+

;;

+ . . . -} pn cosn" (O. (t-  -<Pn) + . . .
(3 1)

C 1 , c 2 , . . ., C n ,. . . ozn,aczają tu 'prędkości f.azowe poszczególnych skła­
dowy,ch; CfJ1 , Cf2' ..., C{J'lJ'.. ozn.aczają przesunięcia fazy 'pomiędzy skła­
dówymi.

Pod,obnie też prędkość cz'ąstki v == :0 / (1 t można rozłozyć na
składnik stały Vo oraz periodycznie zmienne zalburzenie bv prędkościprz.epływu ­
. '. ( X ) ( ;.x )v =Vo -ł- bV'="v o + Vi 'COSl0 1 t---'Vl + v c.os2m 1 t-':"' . -'ł'2 +c 2 . C 2 ", ­

(3. 2)'

I X )+ · · · + v nCOS n (01 ( t -:. C n - \!Jn + · · ·

Zn.aczenie c t ' C2, . . . jest to sa,mo, co we wzorze (3. 1); przesunięcia
fazy 1ł'1' '$2' . . · tV n, . . . Są dla prędkQś.ci c.ząstki inne niż dla ciśnleia.

Gdyby nie było zaburzeń Bp oraz ()v, byłoby możliwe tral{to.
'wanie zagadnienia spadku ciśnie.ni.a wzdłuż pewnego odcink.a na,czy­
'nia w sposób hydrodynamiezny. Mielibyśmy zwykłe' wzory dla la­
minarnego .przepływu lepkiej cieczy w rurze walcowatej

u == 2-= Pl (r2_y2)
4 fll

(3.3)

oraz
Jtr 4 P _ p P _ p 8tLQ =_. 2 1 _ -ł. w =­-- , .
8 f-t l W Jt r ł (3. 4)

We wzorach tych prędkość u, powst.ająca p,od wpływem spad'ku
ciśnienia Pl- Pi na długoś,ci l na/czyniła,. jest równia zeru przy
ściance naczynia, gdzie y = r, a naj-większa w środku prze.kroju,
gdy y>= O (p. rys. 4); fl ozn.acza współczynnik le,pkości.k1rwi, Q ­
objętość przepływają/cą w ciągu sekundy: Średnia pręd:kość prze­
pływu V o == Q/1tr 2 , -czyli

r 2 . P2-Pl P2-Pl.Vo = - '::="-:: -- ,8(/t l W* W*= _ 8 fll .
r 2

(3. 5)
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W rurach "cienkich" przepływ zawsze jest laminarny przy
"żwykłych" prędkościach'. W rurach "gr\lbych" przepływ jest tur­
bulentny przy tych samych "zwykłych" prędkościach, a spadek ciś­

__J I
.-t-.t_.­...,.......,. ...-...........- _.. -- -... ------ ---­

Rys. 4

nieni.a jest wtedy proporcjonalny do kwadratu prędkości. Przejście
ruchu lamin.arnego w turbulentny otrzymuje się .albo przez powięk­
szenie ,promienia rury, albo przez powiększenie śre,dniej prędkości;
następuje ono wtedy, gdy tzw. li,czba R e y n o l d s a

Et =-= f}vr  2000.l (3. 6)

Łatwo stwierdzić, jakim wahaniom podlega liczba R e y n o l d s.a
w njwiększy'ch n,ac.zy'niach. Połóżmy r == 1 cm. Dla .patologicznie
cienkopłyn,nej krwi (hydr.aemia) mamy wg. H i r s c h a i B e c k a
[11] gęstość t) == 1.032 g!.cm=\ lepkość 11 == 1,39 11', gdzie r( ::= 0,0068.-1
cm.- 1 g sek- 1 oznacza lepko'ść wody w temperaturz,e 38 0 C. J,ako m.i­
nim.a1ną wartość pojemności minutowej serca W można przyjąć w/g
A l e k s a n d r o w.a [1] około"2 500 cm: 3 , skąd

W l (X) 13 ' I kv = - · - -- cm/se '.
60 rrr 2 ­

W tym pr.zyp.adku licba R e y n o l d s a

R = rVQ - . 1. 13 1. ,02._' = 1400 .
11 0,00684 .1,39

Gdyby przTjąć przy zmniejszonej lepk.ości krwi norm.alną objętość
minutową 4500 cm 3 lub patologicznie zwiększoną 6 000 cm 3 , to
otrzymaliśmy prędkość przepływu 'odpowiednio 24 c-m/sek bądź
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32 cm/sek oraz liczbę R od'powiednio 2580 bądź 3440 - .zatem wiel­
kości grożące turbulencyjnym uk.ształtow,aniem się ,przepływu w tęt­nicy .głównej. .

.W stanie normalnym odpowiednio Q===1,055, 11=5,1 fI', objętość
minutowa 4 500cm 3 , co daje v = 24 cm/sek oraz liczbę R  730.

W 'przypa'dku patolagicznie lepkiej krwi mamy 11 = 9,2 11',
Q == 1,045; jeżeli przyjąć przy ty.m tr,zy m.ożliwoś,ci: patologicznie
m.alą, .norn1alną i patologicznie wielką objętość minutową, otrzy-'
muje się dla R .odpowiednio wartaści 216, 398 i 532.

Można więc uważać, że w najwię.kszy,ch naczyniach w ciele czło­
wieka liczba R e y niQ l ,d s a w normal 4 nych warunkach nie docho­
dzi do krytyc.znej w1artoś'ci, i że przepływ krwi jest laminarny.

Nawiasem mówiąc, jeżeli sprowa,dzić Tyrażenie na liczbę R e y­
n \) l d s a do postaci zawierającej 'objętość sekundową Q krwi.. vr Qr QR=(>-=Q =Q-,t Jt r 2 !l n r
to wid,ać, że przy niezn1iennej .objętoś,ci Q, zmniejszenie promie!
nia r prowadzi do wzrostu liczby R e y n o l d s a, co ma znaczenie
w przy'padku zwężenia światła tętnicy głównej oraz;przy stenozach.
ponieważ przepływ turbulentny przy tej samej średniej prędkości v
daje większe spadki ciśnienia, sumująee .się wzdłuż naczyń jako
ciśnienie wewnątrzkomorow.e.

W . odniesieniu do z,miennych skł.adowych ciśnierli,a oraz pręd­
Kości nie możen1Y stosować prostej teorii hydrody'nan1ic.z.nej. Opór
odcinka grubej rury .dla przenoszącej się fali ciśnienia ma charak­
ter imp'ed,ancji akustycz,nej Zn

P'71, = 2n Vn, (3. 8)

gdzie Pll oznacza amplitudę ciśnienia fali pn = pn COS n w 1 ( t- - <P n ) ; Zn­C n

impedancję ru;ry dla tej f-ali, Vn - ampJlitudę prędkości cz.ąstki tej
fali. Jeżeli wyrazić im}!>edancję jako licz.bę zespoloną Zn, to pisząc

pn == część rzeczywista {2n Vll};

P n = p n COS n (J) t ( t - - - er n ) ;C n VII = VII cos n W 1 ( t- II - \j!1I )
(3. 9)

wyrażamy przy pomocy impedan'cji stosunek amplitud .i różnicę
faz fal ciśnienia i prędkości. Dla odcinka rury impedancja . jest taka
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sama, jak dla fali płaskiej [19], i wyn-osi Z :=: QC, a jeżeli "uwzględnić
zależ,ność c od c'Zęstości (2. 11)

Z,,=QC n = li Q; r n 2 (02 R2 + {mn 2 (l)1 2 - k ) 2 · (3. 10)

Dla rury cienkiej prócz tej imped.ancji pojawi się zwykły .opór

hydrodynamiczny, równy, według (3.5) W* - 81ll .
r 2

O ile więc dla przepływu średniego oraz -ciśnienia średniego
układ krwio.nośny składał się z rur cienkich, o tyle dla zaburzeI1

ciśnienia można uważać go za układ rur grubych, o ile Zn> 8l ,r
a za układ rr cienkich o. ile Zn < 8l .

r 2

Dla przeprowadzenia oszacowania tego rodzaju, ważnego dla
ocerlY pracy serca oraz roz.kładu oporów wzdłuż ukła,du n.ałczynio­
we.go, -n,arazie brak jest danych i w tym kier"unku powinnyby iść
dalsze oa,dania fizjologów, pracujących na polu hem,odyn.amikL
Trzeiba podkreślić, że znany już jest rozkład oporów dla prze,płyvvu
śre,dniego ;). 10°'/0 oporów przypada n.a naczynia od serea do preka­
pilIarów, ,a 90% na kapilary. Rozkład tein częściowo warunkuje nie­
obecność zastojów krwi w naczyniach kapilarnych, w których od­
bywają się obwodowe przemiany chemiczne. Pojęcie zastoju łączy
się w ś,cisły sposób z .pojęciem ciąg'łości strumieni.a krwi. Spotykane
powiedzenia, że do jakiegnś org,an"u napływa więcej krwi niż od­
pływa, co ,powołuje zastój, jest nieścisłe i sprzeczne z .oczywistą
prawdą, w myśl której w żadnym odcinku naczynia nie może zni­
knąć, ,ani powstać jakakolwiek masa krwi, czy jakiegokolwiek
ośrodk,a przepływającego.

Jeżeli .przyjm-iemy, że na całej ,dług.ości pewnego naczynia kapi­
larnego mamy niezmienny prekrój, to ciśnienie krwi, mierzone
w.zględem średniego ciśnienia żylnego, musi spadać proporcjonalnie
do długości, mierzonej od wlotu kapilary do punktu pomiaru (patrz
rysunek .5). Prędkość przepływu jest wzdłuż kapilary stała. WY«8
'obrazmy sobie, ze wskutek pewnego zakłócenia w jakimś odcinku
kapilary przekrój uległ 'Zwięksieniu. W tym. .odcinku nietylko pręd­
kość pr.zepływu będzie zmniejszona" ale również spadek ciśnienia

*) S.j e .c.z e n ie.w,. za' D. Ale k s a.n d r o w e fi, [1]
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znacz,nIe SIę zmnIeJSZY. Według wzoru (3.4) opór przepływu przy
n.ie.zmien.nej długości zależy od czwartej 'potęgi promieni.a

W= 8pl e
1fT"

W tym przy.padku, w rozszerzo'nym mIeJSCU kapil.ary, spadek cis­
nieni.a ulegnie znac.znemu zmniejszeniu, a prąd krwi pędzie poru­

średnie ,isnienie
t(iniczne

rÓlYno,.... .
. "'f'rl}'}' Qa'f'Ń '.CIS,,/-. .r'/]'o­ 1yQ'/t/;. .

ą,oIIOry j'edn;e C/Jiupn;p
żylne

,
I

,. I
r

WLOT
WYJ. o T

J

Rys. 5

.5rednie din/eme
t ęłniczn e

irednle cisn/t"nie
ty/!"e

krZYNa pttrbiflgu p,dkoAcJ

,

zasraj

,jr I
l'()lnFrznieI r WYLOT

J(l O T

Rys. 6

s.zał lsię bardzo powolL Na rys'unku 6 krzywa przebiegu prędkości
przy rozszerzeniu wykaz'uje odpowiednie obniżenie; podobn.e obni­
żenie .przy wlocie i wylocie w rzeczywistości nie istnieJe, ,gdyż arte­
riole rozgałęziają się .i z,asilają 'wiele kapilar; a,nalogicznie weniule

\ zbierają krew z liczny.ch kapilar, .a taki prze,bieg jak na rysunku
byłby 'wtedy, g,dyby arteriola przechodziła w jedną ka'pilarę.
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Jaka może być przyc.zyn.a powstawania takich ro.zs.zerzeń? Nie­
zależnie od innych czynników trzeba stwierd,zić, że do wnętrza
kapilary mogą .przenikać .zmienne ciśnienia

F T = pn COfH.o 1 (t -  - <pn ).

Ciśnienia te wnikają do kapilar od o.bu końców: ja,ko "do­
datnia" fala ciśnienia tętniczego., oraz "uJemna" f.al.a, pochodząca'
od ssącej ,działalności serca i ukł.a.du naczyniowego żylnego. Fale te
sumują się i tworzyć mo'gą fale stojące; maximum ciśnienia takiej
fali, o ile pojawi się w tym sam)tm miejscu dla wielu alikwotów,
rnoże spowod.ować trwałe rozszerzenie naczynia.

Długość przewodu tętniczego oraz żyln:ego od ser-ca .do kapilary
moż.na Llważać za tę samą. Wo'be.c tego rozmieszczenie węzłów ciś­
nie,nia w k,apilara,ch zależy od przesunięcia w 'czasie pomiędzy c.zyn­
nością prze,dsionków a czynnością .komór. Węzły te poj,awią się
oc.zyw.iście tylko przy dostatecznie krótkich falach *); kapilara
winna mieć długość równą lub d-łuższą o-d połowy długości fali ciś­
nienia, tworzącej falę stojącą. W.obec tego podstawowym w,arun­
ki-em dla ,pojawienia się fal stoj.cych w kapil,arach jest 'n.agł.ość
skurczów serca wprowadzająca wyżs.ze numery n ,alikwotów fali
ciś.nienia, or,az szybsza praca serca, w.powaldzająca wyższą częstość
zas.adnic.zą lU 1 do fali ,ciśnienia. Stąd wskazówka, że obrzęki które
występują prz)1 zastojach .krwi można czasem usunąć, p'od1ając le­
karstw,a .zwalniające tętno, oraz zmniejszające n,agłość u.derzeni.a
serca. Okazuje się .zarazem, że zagadnienie ba.dania wysokich ali­
kwotów fali ciśnie,ni.a., or,az r02;kład u .oporów dla zmiennej c.zęści
przepływu ,byłoby -dzisiaj ważnym, a zarazem przygotowanym do
zaatakowania przez badaczy.

Zakład Akustyki i Teorii Drgań
Uniwersytetu Poznańskiego

Poznań, listopad /95/

* ) , (1 12) kł d . k B roI ik (Ol d . l . Ś 'por wzor . ; w s a nI li cOSOJt cos - czynn cos - aJe za ezno cc c
amplitudy ciśnienia od położenia l punktu obserwacji Dla punktu 1=0 (wlot do) ro l 1 t ." t k . (O l l " l cn W . d 'rury cos -- = , nas ę;pne maXlmum Jes w pun Cle - ==n, czy l = - . l ac,
c c O)

że dla w dużych l jest krótkie. Długość 2rrc nazywa się długością fali ciśnienia.
O)
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