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Fermionowe dywany kwantowe
Piotr T. Grochowski*
Centrum Fizyki Teoretycznej Polskiej Akademii Nauk

Streszczenie. Przestrzenna okresowość występująca w układach ûzycznych wykazujących zachowania falowe znana była
już na początku XIX wieku, kiedy Henry Fox Talbot odkrył zapomniany na wiele lat efekt, nazywany dziś jego imieniem,
który doczekał się drugiej młodości wraz z nastaniem mechaniki kwantowej. W jej ramach interferencja fal materii
przynosi powtarzalność, tym razem w w czasie, doprowadzając do tzw. kwantowych odrodzeń. Odkrycie tego zjawiska,
niespotykanego w ûzyce klasycznej, zapoczątkowało szereg badań, których jednym z owoców są dywany kwantowe. Są to
czasoprzestrzenne struktury wyłaniające się z analizy gęstości prawdopodobieństwa cząstki kwantowej. Okazuje się, że gdy
rozważyć te struktury w układzie kwantowym wielu ciał, stają się one jeszcze wyraźniejsze i zaczynają przypominać znane
z nieliniowej ûzyki solitony.
Słowa kluczowe:mechanika kwantowa, ultrazimne gazy atomowe, dywany kwantowe, kwantowe odrodzenia

Abstract. Spatial periodicity in physical systems that manifest wave properties has been known since the early 1800s, when
Henry Fox Talbot discovered the eòect now bearing his name. Forgotten for many years, it has been rejuvenated with the
advent of quantum mechanics. Within the quantum paradigm, interference between matter waves gives rise to similar
periodicity, however in time domain, resulting in so called quantum revivals. Exploration of this phenomenon, absent in
classical physics, initiatedmany studies, among which quantum carpets are one of themost striking examples. hey are
spatiotemporal structures which appear in the analysis of probability density of a single quantum particle. Moreover, if
one considers them in themany body system, they become sharper, starting to resemble solitons known from nonlinear
physics.
Keywords: quantum mechanics, ultracold atomic gases, quantum carpets, quantum revivals

Efekt Talbota

Od czasu ukształtowania się konsensusu naukowego
w sprawie falowej natury światłana początku XIX wieku,
doświadczeniawykorzystujące dyfrakcję światła zaczęły
stanowić jeden z najchętniej wybieranych kierunków
badań. Wraz ze stopniowym polepszaniem się technik
eksperymentalnych, w tym wykorzystaniem zaawan-
sowanych przyrządów optycznych, obrazy dyfrakcyjne
mogły być analizowane w coraz to subtelniejszy spo-
sób. W roku 1836 Henry Fox Talbot [1], angielski pre-
kursor nowoczesnej fotograûi, opublikował wyniki do-
świadczeń z siatką dyfrakcyjną, które wcześniej prze-
prowadził podczas spotkania BritishAssociation for the
Advancement of Science (Brytyjskiego Stowarzyszenia
Uczonych) w Bristolu.

Itwas very curious to observe that though the gratingwas
greatly out of the focus of the lens, yet the appearance of
the bands was perfectly distinct and well deûned. (. . . )
which can be compared to nothing so well as to tissues
woven with threads of various colours. (. . . ) hey seem to
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vary ad inûnitum, and in whatever position the plate is
placed, they appear always as distinct as if they were in
the focus of the lens.1

H. F. Talbot, Philos. Mag. 9, 401 (1836)

Talbot oświetlał wiązką promieni słonecznych skon-
struowaną dekadę wcześniej przez Fraunhofera siatkę
dyfrakcyjną – układ równoległych i równo odległych
drutów, które pozwalają na rozdzielenie padającego nań
światła na wiązki, które następnie interferują ze sobą.
Obserwowana przez lupę z bliskiej odległości siatka
była, zgodnie z przewidywaniami,widoczna ostro. Przy
zwiększaniu dystansu w taki sposób, że siatka już nie
znajdowała się w ognisku soczewki, co powinno powo-
dować rozmycie obrazu, dostrzegane struktury pozo-

1. Niezwykle interesującą zdała mi się obserwacja, że pomimo iż
siatka była z dala od ogniska soczewki, struktury pozostawały wy-
raźne i dobrze rozróżnialne (. . . ) mogły być porównane chyba je-
dynie do tkaniny uplecionej za pomocą różnokolorowych nici (. . . )
Zdawały się rozciągać bez końca i niezależnie w którym miejscu
umieszczony był ekran, pozostawały tak wyraźne, jakby były w ogni-
sku soczewki (tłum. autor artykułu).
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stawały wyraźne. Ponadto, obraz był na przemian czer-
wony i zielony, wykazując swoistą powtarzalność na
przestrzeni kilkumetrów. Talbot powtórzył doświadcze-
nie także dla światłamonochromatycznego. Okazało się,
że obraz siatki dyfrakcyjnej wraz ze zwiększaniem od-
ległości pozostawał rozmyty, tak jak powinien. Stawał
się jednak bardzo wyraźny w miejscach będących wielo-
krotnościami pewnego dystansu, zwanego dziś odległo-
ścią Talbota.

Efekt Talbota, czyli powtarzające się w przestrzeni
ostre odwzorowania siatki dyfrakcyjnej, został zapo-
mniany na następne 50 lat, aż do czasów lorda Ray-
leigha i jego pracy z 1881 roku [2]. Pokazał on ściśle,
w jaki sposób odległość Talbota zależy od dystansu po-
między szczelinami i długości padającej fali. Zapropono-
wał także wykorzystanie efektu Talbota do konstruowa-
nia kopii siatek dyfrakcyjnych, jednakże przez następne
stulecie zjawisko to było uważane jedynie za optyczną
ciekawostkę.

Co więc sprawiło, że naukowcy przypomnieli sobie
o tym efekcie? Wykorzystuje on bardzo spójną interfe-
rencję fal, która przez wiele lat stanowiła standardowo
badane zjawisko w ramach optyki i innych teorii opi-
sywanych równaniem falowym. Jednakże początek XX
wieku był świadkiem narodzin nowej, przełomowej teo-
rii opartej na tymże równaniu, która odnosi się do falo-
wej natury nie tylko światła, ale też samej materii.Anali-
zującmatematyczną strukturę efektu Talbota, nie jest za-
skoczeniem, że istnieje jego kwantowomechaniczny od-
powiednik.

Kwantowe odrodzenia –quantum revivals

W ûzyce klasycznej cząstki opisywane są za pomocą
punktów, które poruszają się po dobrze zdeûniowanych
trajektoriach. Stoi to w znacznym kontraście do opisu
znanego z mechaniki kwantowej, w której cząstka jest
reprezentowana przez zlokalizowaną przestrzennie, ale
jednak rozmytą funkcję falową. Kwadrat modułu tej
funkcji, obliczony w danym punkcie przestrzeni, in-
terpretowany jest następnie jako prawdopodobieństwo
tego, czy pomiar w tym właśnie punkcie wykaże obec-
ność cząstki. Już u samych początków mechaniki kwan-
towej,naukowcy zastanawiali się, czy ewolucja tak zloka-
lizowanych rozkładów prawdopodobieństwa (czyli pa-
czek falowych)może odbywać sięw sposób klasyczny, tj.
po klasycznej trajektorii. Mieli nadzieję, że tak właśnie
będzie, co pozwoliłoby na znalezienie pomostu pomię-
dzy ûzyką klasyczną a kwantową. W jednej z wczesnych
prac Schrödinger pisał [3]

Es läßt sich mit Bestimmtheit voraussehen, dab man
auf ganz ähnliche Weise auch die Wellengruppen kon-
struieren kann, welche auf hochquantigen Keplerellipsen

umlaufen und das undulationsmechanische Bild desWas-
serstoòelektrons stud.2

E. Schrödinger, Naturwissenscha�en 14, 664 (1926)

Miał nadzieję, że opisywane przez jego równanie pa-
kiety falowe będą zachowywały swój kształt podczas
poruszania się po skwantowanych, wysokich orbitach,
na podobieństwo klasycznych elektronów obiegających
jądro atomowe po keplerowskich trajektoriach. Jednak
wyniki teoretyczne szybko pokazały, że naturalnym zja-
wiskiem dla tego typu problemu kwantowego jest roz-
mywanie się paczki falowej, czyli poszerzanie w trak-
cie ewolucji w czasie. Faktycznie, zlokalizowana funk-
cja falowa, umieszczona na orbicie odpowiadającej kla-
sycznemu elektronowi, rozmywa się na całą trajektorię,
wypełniając ją w sposób prawie jednorodny, zgodnie
z twierdzeniem Liouville’a. Kwantowe obiekty, które po-
ruszają się po klasycznych orbitach,wytworzono i zreali-
zowano doświadczalnie dopiero wiele lat później, wraz
z wytworzeniem tzw. atomów Rydberga.

Okazuje się jednak, że wyżej opisany problem ewo-
lucji paczki falowej posiada swoistego rodzaju zwrot ak-
cji – jeśliby czekaćwystarczająco długo, z jednorodnego
rozkładu prawdopodobieństwa zaczniewyłaniać się bar-
dzo szeroki kształt, który po pewnym czasie „ściśnie się”,
odtwarzając prawie idealnie stan początkowy. Taki po-
wrót do sytuacji startowej nazywamy kwantowym od-
rodzeniem (lub kwantowym ożywieniem – ang. quan-
tum revival), a czas po którym to następuje – czasem
odrodzenia Trev [4]. Nasuwa się od razu skojarzenie
z efektem Talbota, jednakże zamiast powtarzających się
w przestrzeni obrazów siatki dyfrakcyjnej dostajemy po-
wtarzające się w czasie obrazy stanu początkowego.

Przykład ewolucji początkowo zlokalizowanej
paczki falowej wokół jądra atomowego stanowi jeden
z wielu modeli, w których występuje kwantowe odro-
dzenie. Nie trzeba jednak rozważać skomplikowanych
sytuacji, aby zrozumieć sedno takiego zachowania – już
elementarny przykład cząstki kwantowej w nieskończo-
nej studni potencjału wykazuje ten efekt. Rozważmy
więc stan początkowy cząstki w pudle o szerokości L = 1
będący superpozycją czterech stanów własnych studni:

ψ (x) =
4
∑
n=1
anϕn (x) .

Używamy jednostek, w których masa cząstki m=1,
a także stała Diraca ħ = 1. Indeks n, przebiegający od
1 do 4, numeruje cztery najniższe symetryczne stany

2. Można z całą pewnością przewidzieć, że możliwym jest skon-
struowanie pakietów falowych, które krążą po wysoko skwantowa-
nych orbitach keplerowskich i są wyrażone przez rozwiązania elek-
tronowe w atomie wodoru; (tłum. autor artykułu).
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Rys. 1. Ewolucja pełnego stanu kwantowego będącego superpozycją stanów własnych pudła jest zadana przez zmianę w czasie relatywnych wag pomiędzy
składnikami tej superpozycji. Jednym z popularnych przedstawień ich ewolucji jest porównanie do wyścigu biegaczy – każde pełne okrążenie to powrót
do początkowej wartości wagi dla danego składnika. Każdy ze składników, czyli stanów własnych, jest reprezentowany przez biegacza poruszającego się
z różną prędkością – ϕ1 jest najwolniejszy, pokonując jeden stadion szesnaście razy wolniej niż ϕ4 . W chwili początkowej wszyscy zawodnicy są namecie,
a odpowiadni stan kwantowy jest zlokalizowany, co widać na pierwszej od lewej części rysunku. W dowolnej chwili czasu, przedstawionej w środkowej
części, biegacze nie są już ustawieni w linii, a odpowiednia funkcja falowa przyjmuje skomplikowany kształt. Okazuje się, że po pewnym czasie, tzw. czasie
odrodzenia, kiedy wszyscy zawodnicy znów znajdują się w pozycjach startowych, kształt początkowy funkcji falowej zostaje odtworzony sygnalizując
kwantowe odrodzenie

własne. Współczynniki an , czyli wagi, z którymi każdy
stan własny wchodzi do superpozycji, zostały tak do-
brane, aby stan układu był zlokalizowany (rys. 1)
w chwili początkowej. Ewolucja w czasie takiej paczki
falowej jest dana przez dopisanie do każdego elementu
sumy czynnika eksponencjalnego, zależnego od energii
stanu własnego ϕn :

ψ (x , t) =
4
∑
n=1
anϕn (x) e−i2n2π2 t .

Na pierwszy rzut oka widać, że względne wagi kolej-
nych stanów własnych zmieniają się w czasie, co powo-
duje, że kwadrat modułu funkcji falowej, |ψ(x,t)|2, ewo-
luujew nieoczywisty sposób.Aby zilustrować tę zmianę,
posłużymy się przykładem biegaczy poruszających się
po bieżni z różnymi prędkościami (rys. 1), danymi przez
wykładniki funkcji eksponencjalnych mnożących po-
czątkowe wagi. Jedno pełne okrążenie odpowiadać bę-
dzie zmianie wykładnika o wartość 2π, co dla danego
stanu własnego oznacza powrót do początkowej wagi,
jako że ei2π=1. I tak, pierwszy stan własny ϕ1 jest naj-
wolniejszy – podczas jego jednego okrążenia, drugi stan
ϕ2, który jest czterokrotnie szybszy, cztery razy obiegnie
stadion, stan ϕ3 – dziewięć razy, a ϕ4 – szesnaście.

W danej chwili stan całego układu może być opi-
sany przez położenia biegaczy na bieżni. W chwili po-
czątkowej wszyscy znajdują się na linii startu, a gdy czas
zaczyna płynąć a biegacze zaczynają obiegać stadion,
to przestają być ustawieni w tej samej linii. Ich „roz-

rzucenie” po stadionie obrazuje właśnie kwantowome-
chaniczne rozpływanie się początkowo zlokalizowanej
paczki falowej. Kolejne stany własne wchodzą do super-
pozycji z praktycznie losowymi wagami, co wyraża się
stanem paczki falowej zupełnie odmiennym od starto-
wego. Łatwo zauważyć skąd się bierze kwantowe odro-
dzenie – w naszym przykładzie jest to równoczesny po-
wrót wszystkich zawodników na metę, czyli odtworze-
nie początkowego układu wag w superpozycji.

Od razu widać też, jak ważna jest współmierność
prędkości poszczególnych biegaczy – gdyby tak nie było,
tj. gdyby były one równe na przykład 1,

√
10, π2, 10

√
2

zamiast 1, 4, 9, 16, to pełnego kwantowego odrodze-
nia byśmy nie zaobserwowali – biegacze nigdy nie spo-
tkaliby się z powrotem na linii mety. Przykład kwanto-
wego pudła jest bardzo specyûczny – wartości energii
kolejnych stanów własnych są dane przez kwadraty ko-
lejnych liczb naturalnych, więc współmierność jest za-
pewniona. Innym elementarnym przykładem pełnego
kwantowego odrodzenia, jest kwantowy oscylator har-
moniczny,w którym energie kolejnych stanów własnych
są proporcjonalne do liczb całkowitych.

W przyrodzie rzadko zdarzają się tak wyidealizo-
wane układy, a widmo energetyczne potraû być bardzo
skomplikowane. Warto jednak zauważyć, że nawet jeśli
kolejne energie stanów własnych nie są idealnie współ-
mierne, to kwantowe odrodzenie może zajść, chociaż
w sposób niedoskonały. Nicwięc dziwnego, że przez lata
zjawisko to pozostawało niezauważonew bardziej skom-



i
i

i
i

i
i

i
i

P. T. Grochowski, Fermionowe dywany kwantowe 15

plikowanych układach. Dopiero w latach 70. XX w. Joe
Eberly razem ze współpracownikami pokazali, że kwan-
towe odrodzenie pojawia sięw powszechnie używanym
w ûzyce atomowej modelu Jaynesa-Cummingsa3 [5].

Ich praca spowodowała gwałtowny wzrost zaintere-
sowania tematem periodycznego zachowania układów
kwantowych w czasie, pośrednio przywracając efekt Tal-
bota do łask. Znaleziono wiele cech wspólnych tych
dwóch zjawisk, wynikających z podobnej struktury ma-
tematycznej, którą badał już Carl Friedrich Gauss na
początku XIX w., a dziś ją nazywamy sumami Gaussa.
Szybki przyrost liczby prac na temat kwantowych odro-
dzeń zaowocował nie tylko znacznym przyrostem wie-
dzy na ich temat, ale też wyodrębnieniem się kilku
gałęzi-córek, np. kwantowe echa [6], kwantowe bli-
zny [7] czy kwantowe bity [8].

Okazało się także, że wraz z odrodzeniami, czy to
w przestrzeni, jak w przypadku efektu Talbota, czy to
w czasie, jak w przypadku kwantowym, pojawia się
struktura fraktalna w funkcji autokorelacji4. W szcze-
gólnie wyraźnie jest ona widoczna w stosunkowo atrak-
cyjnym wizualnie obiekcie, jakim są dywany kwantowe,
którym się teraz bliżej przyjrzymy.

Dywany kwantowe

W 1995 roku Wolfgang Kinzel zaprezentował w niemiec-
kojęzycznym czasopiśmiePhysikalische Blätter krótki ar-
tykuł, w którym rozważał opisaną wyżej sytuację poje-
dynczej kwantowej cząstki w pudle, która początkowo
jest opisana dobrze zlokalizowaną paczką falową [9].
Jednakże zamiast zwrócić uwagę na kwantowe odro-
dzenia, wyrysował on trójwymiarowy wykres, w któ-
rym na jednej osi znajduje się położenie w pudle,
na drugiej czas, a wysokość oznacza wartość gęstości
prawdopodobieństwa. Widok, który otrzymał przedsta-
wia rys. 2.

Nie nazwał on jednak tego efektu kwantowym dywa-
nem, a kwantowymi górami, co zresztą odzwierciedlił
w prezentacji jego wyniku. Zgodnie ze swoim nazewnic-
twem, proste linie praktycznie zerowej wartości gęsto-
ści prawdopodobieństwa nazwał dolinami (albo później
kanałami), a odpowiednie linie maksimów – graniami
czy grzbietami. Wielka majestatyczna góra, która maja-
czy w oddali na horyzoncie, to nic innego jak właśnie
kwantowe odrodzenie – paczka falowa, która zaczyna
się kurczyć, aby odtworzyć w czasie odrodzenia swoją
początkową formę. Nazwę dywanu kwantowego zapro-

3. Wieść niesie, że kwantowe odrodzenia były otrzymywane już we
wcześniejszychpracach, jednakuznane zostały za błędynumeryczne
i nigdy nieopublikowane.
4. Funkcja autokorelacji to kwadrat modułu iloczynu skalarnego
funkcji falowej w chwili t i w chwili t0 .

a)

b)

Rys. 2 [9]

ponował z kolei Wolfgang Schleich [10], zainspirowany
dwuwymiarową prezentacją tego wyniku, którą mo-
żemy zobaczyć na rys. 2b.

Przy takim przedstawieniu, doliny i grzbiety wi-
doczne są jeszcze wyraźniej i w większej liczbie – ła-
two rozróżnialne stają się linie o coraz to większym na-
chyleniu, reprezentujące albomaksima, albominima gę-
stości prawdopodobieństwa. Analiza tych struktur zo-
stała przeprowadzona na wiele sposobów, w tym za po-
mocą funkcji Wignera czy jawnym rozkładzie gęstości
prawdopodobieństwa na składowe o konkretnej war-
tości prędkości [11]. Okazuje się, że prędkości dolin
i grzbietów nie mają nic wspólnego z prędkością, którą
charakteryzowałaby się klasyczna trajektoria paczki fa-
lowej. Narastają one tylko w wyniku samointerferencji
paczki falowej, która w pewnym momencie zaczyna od-
bijać się od ścianek pudła. Grzbiety oznaczają miejsca
konstruktywnej, a kanały – destruktywnej interferencji.
Dostrzegane prędkości tych struktur są więc związane
nie tyle z kwantowomechanicznym rozpływaniem się
początkowej paczki falowej, a raczej z samą geometrią
nieskończonej studni.

Czy kwantowe dywany są jednak tylko ûzyczną cie-
kawostką? Okazuje się, że ich matematyczna struktura,
wykorzystująca sumy Gaussa, wykazuje głębokie po-
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wiązania z teorią liczb, odkrywając wewnętrzną frak-
talną strukturę zarówno w efekcie Talbota, jak i w dy-
wanach kwantowych. Ponadto pokazano, że układ li-
nii, po których biegną doliny i grzbiety dywanu kwan-
towego może być wykorzystany w pewnych proble-
mach stawianych przez teorię informacji kwantowej,
a także do rozkładu dużych liczb całkowitych na czyn-
niki pierwsze [12].

Przestrzenne odrodzenia w efekcie Talbota, i ich
czasowe kwantowe odpowiedniki zostały wielokrot-
nie zrealizowane w różnego rodzaju doświadczeniach.
Od dyfrakcyjnych eksperymentów bazujących na wcze-
snych, XIX-wiecznych próbach, przez układy zawiera-
jące atomy, molekuły czy ultrazimne5 gazy, a kończąc
na stanachRydberga i jądrowych paczkach falowych, sa-
moodtwarzające się w czasie i przestrzeni struktury zo-
stały bardzo dokładnie zbadane i opisane. Punktem wyj-
ścia do tytułowych fermionowych dywanów kwantowych
są jednak układy, które zawierają znaczną liczbę cząstek
kwantowych.

Oczywiście takie układy istnieją w przyrodzie, zo-
stały zresztą bardzo dokładnie zbadane i z sukcesem wy-
korzystane, co potwierdza np. powszechność tranzysto-
rów. Jednakże dopiero w 1995 roku, wraz z pierwszym
wytworzeniem tzw. kondensatu Bosego–Einsteina, zo-
stała stworzona platforma doświadczalna, która po-
zwala na bardzo dokładną kontrolę układów zawiera-
jących wiele oddziałujących ze sobą cząstek kwanto-
wych [13]. Mowa tutaj o ultrazimnych gazach atomo-
wych, w których uwięzione za pomocą silnej wiązki
światła ekstremalnie rozrzedzone pary jakiegoś lek-
kiego atomu, np. litu, mogą być bardzo dokładnie przy-
gotowane w pożądanej geometrii, a ich własności na-
stępnie bardzo precyzyjnie mierzono. W szczególności
możliwym stało się wytworzenie nieskończonej studni
potencjału, która przez dziesięciolecia była jedynie ele-
mentarnym przykładem dla pierwszorocznych studen-
tów ûzyki.

Wyróżniającą cechą takich układów jest także moż-
liwość swobodnego sterowania siłą oddziaływania po-
między atomami. Odbywa się to za pomocą odpowied-
nio dobranego pola magnetycznego, a nosi nazwę re-
zonansu Feshbacha [14]. W szczególności wytworzyć
można kwantowy gaz, który nie oddziałuje – co w pierw-
szej chwili może wydawać się trywialnie łatwe, ale po
chwili namysłu stwierdzić można, że to nie jest takie
oczywiste – w końcu wszystkie atomy oddziałują z ato-
mami w swoim otoczeniu, np. siłami van der Waalsa
i zniwelowanie wpływu tych sił jest doświadczalnie nie-

5. Ultrazimne gazy to są gazy tak mocno schłodzone, że przejawiają
cechy kwantowe.

oczywiste. Podążając tym tropem, zachęceni możliwo-
ścią jego doświadczalnego zbadania, rozważmy nieod-
działujący gaz fermionów w pudle.

Fermionowe dywany kwantowe

Zacznijmy najpierw odwyjaśnienia, czym różnią się fer-
miony i bozony wprzypadkuultrazimnego gazuumiesz-
czonego w pudle. Gdy mamy do czynienia z pojedyn-
czą cząstkąw stanie podstawowym,mówimy, że jest ona
w stanie własnym pudła o najniższej energii. Jeśli umie-
ścimy w pudlewięcej atomów, to naturalnym wydaje się,
że stan podstawowy będzie zrealizowany przez obsadze-
nie tego najniższego stanu przez wszystkie cząstki. Jest
to prawda – tak zachowują się nieoddziałujące bozony.
Wszystkie gromadzą się w tym samym, najniższym sta-
nie własnym pudła. Taki wielociałowy stan nazywamy
kondensatem Bosego–Einsteina.

Fermiony zachowują się inaczej ze względu na za-
kaz Pauliego, który mówi, że jeśli jeden fermion obsadza
już jakiś stan własny pudła, to inny nie może go już za-
jąć. Trzymając się tej zasady, skonstruowanie stanu pod-
stawowego też jest dość naturalne. Każdy kolejny atom
zaczyna obsadzać kolejny stan własny pudła, zgodnie
z rosnącąwartością energii. Widać od razu, że stan pod-
stawowy fermionów jest diametralnie inny od bozono-
wego,w szczególności charakteryzuje się znaczniewięk-
szą energią całkowitą.

Zastanówmy się teraz, czy istnieje jakiś odpowied-
nik gęstości prawdopodobieństwa dla układu wielu
atomów. Oczywiście możemy rozważać pełen rozkład
prawdopodobieństwa, w którym zmienne losowe od-
powiadają każdej cząstce, ale już na pierwszy rzut oka
wydaje się to bardzo skomplikowane. Chcielibyśmy ba-
dać wielkość, która posiada podobne właściwości po-
miarowe, tzn. taką, któramówi nam, z jakim prawdopo-
dobieństwem będzie klikał detektor cząstek ustawiony
w danym punkcie przestrzeni, informując nas, ile śred-
nio atomów znajduje się w danym miejscu. Okazuje się,
że taki obiekt da się zdeûniować i na dodatek jest do
niego łatwy dostęp w warunkach doświadczalnych. Na-
zywany jest jednocząstkową gęstością i dla nieoddziału-
jącego gazu bozonów przyjmuje postać:

nB (x , t) = N ∣ϕB (x , t)∣2 ,

gdzieN to liczba bozonów w pudle, a ϕB(x,t) to funkcja
falowa, nazywana orbitalem, którą jednocześnie obsa-
dzają wszystkie atomy. Podstawiając za ϕB(x,t) superpo-
zycję stanów własnych, o których była mowa w dwóch
poprzednich sekcjach, także otrzymamy dywan kwan-
towy, tym razem wielociałowy, który jednak nie będzie
różnił się od przypadku jednej cząstki – będzie jedynie
przemnożony przez liczbę atomów w układzie.
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Z kolei w przypadku fermionowym, jednocząst-
kowa gęstość dla nieoddziałującego gazu przyjmuje
postać

nF (x , t) =
N
∑
k=1

∣ϕk (x , t)∣2 ,

gdzie N to liczba fermionów w pudle, a ϕk(x,t) to orto-
normalnewzględem siebie orbitale, które są zajmowane
przez kolejne fermiony. Widać od razu, że fermionowy
dywan kwantowy będzie się różnił od bozonowego –
każdy składnik tej sumy jest inny i każdy odpowiada in-
nemu jednocząstkowemu dywanowi kwantowemu.

Nasza przygoda z dywanami rozpoczęła się od pro-
stego zadania, po którym nie spodziewaliśmy się żad-
nych nadzwyczajnych wyników, a rozwiązanie którego
potrzebne nam było w kontekście innego eksperymentu.
Konkretniej, badaliśmy w jaki sposób nieoddziałujący
gaz fermionowy zamknięty początkowo w pudle o sze-
rokościD, anastępniewypuszczony do większego pudła
o szerokości L>D, będzie dyfundował (sytuacja począt-
kowa przedstawiona jest na rys. 3a.). Odkryliśmy bar-
dzo zaskakującą rzecz (rys. 3b) – w trakcie ewolucji za-
częły pojawiać sięwąskie struktury, które przypominały
solitony będące rozwiązaniami równań nieliniowych –
posiadały stałą wysokość, kształt i poruszały się ze stałą
prędkością [15].

a)

b)
Rys. 3. a) Przedstawia jednocząstkową gęstość nieoddziałującego gazu
fermionowego w chwili początkowej – atomy znajdują się w stanie pod-
stawowym pudła o szerokości D < L. Następnie, gaz jest wypuszczony,
aby swobodnie ewoluował w większym pudle o szerokości L. b) Przed-
stawia późniejszą chwilę czasu. Wąskie struktury solitonowe są wyraźnie
widoczne – w lewej części pudła widzimy wyraźne minimum gęstości,
a w prawej – maksimum. Te minima i maksima poruszają się ze stałą
prędkością i zachowują kształt w trakcie ewolucji w czasie

Dlaczego było to tak zaskakujące? Do istnienia so-
litonów, czyli wzbudzeń jakiegoś pola opisującego czy
to gaz, czy to światło, niezbędne są nieliniowe człony
w równaniach dynamiki, którew przypadku atomowym
związane są z obecnością oddziaływań. W gazie nie-
oddziałującym takie solitonopodobne struktury nie po-
winny się tworzyć.

Po przeanalizowaniu dostępnej literatury, okazało
się, że to, co obserwujemy, to doliny i grzbiety znane
z dywanów kwantowych, jednak znacznie uwypuklone
i dużo wyraźniejsze.To uwypukleniewynika bezpośred-
nio z nałożenia na siebie jednocząstkowych dywanów
w taki sposób, że każda cząstka zajmuje inny stanpocząt-
kowy odpowiadający kolejnym stanom własnym ma-
łego pudła. Wyłaniające sięw wyniku takiego nałożenia
struktury dywanowe znacznie bardziej wyróżniają do-
liny i granie przedstawione na rys. 4.

Analityczna analiza wyrażenia na jednocząstkową
gęstość pozwoliła określić kilka ciekawych własności

Rys. 4. a) Jednocząstkowy dywan kwantowy. b) Fermionowy dywan kwan-
towy
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tych solitonopodobnych struktur. Po pierwsze, nie zni-
kają one w granicy coraz to większej liczby atomów –
ich relatywna głębokość pozostaje niezmienna. Co cie-
kawe, nie jest to prawda dla innych geometrii – w przy-
padku bardzo dużej liczby fermionów uwięzionych po-
czątkowo w jakiejkolwiek innej pułapce, np. harmonicz-
nej, tak wyraźne struktury nie pojawiają się, a jedno-
cząstkowa gęstość �uktuuje w wizualnie losowy sposób
w trakcie ewolucji.

Udało się także pokazać, jakie prędkości i kształty
przyjmują kolejne kanały i grzbiety. Prędkości, z któ-
rymi się poruszają, są dane przez wielokrotności pewnej
podstawowej prędkości v0, która zależy tylko odwielko-
ści dużego pudła i nie zmieniają sięwraz z liczbą cząstek.
Z kolei głębokość danej struktury dv w trakcie ewolucji
zależy zarówno od jej prędkości v, jak i szerokości pudła,
w którym początkowo umieszczony był gaz:

dv = sinc ( v

v0

D
L
π) .

Kształt tych struktur jest inny niż solitonów znanych
z oddziałującego gazu atomowego, standardowo przy-

bierający formę kwadratu tangensa hiperbolicznego.
W przypadku fermionowego dywanu jest to funkcja
sinc, a szerokość struktury zależy zarówno od liczby czą-
stek, jak i początkowego ściśnięcia gazu – im więcej
atomów, tym struktura staje się węższa, podobnie jak
przy zmniejszaniu szerokości startowego pudła. Kilka
innych własności wartych jest podkreślenia – fermio-
nowe dywany kwantowe nie znikają w wysokiej tem-
peraturze, a rachunki przeprowadzone dla bliskiej do-
świadczaniu rzeczywistośći trójwymiarowej geometrii
sugerują, że onemogą być zaobserwowane w obecnych
doświadczeniach.

Podsumowując, udało nam się odkryć zjawisko,
które z jednej strony ma dobrze ugruntowane podstawy
teoretyczne, sięgające jeszcze XIX w., z drugiej dzięki
platformie doświadczalnej w postaci ultrazimnych ga-
zów atomowych może obecnie zostać zbadane w labo-
ratorium. Porównując jednak nasz wynik do analizowa-
nych przez wiele lat dywanów kwantowych, jedna róż-
nica jest szczególnie uderzająca – tak jak Wolfgang Kin-
zel zobaczyłw swoichwykresachkwantowe góry, takmy
ujrzeliśmy kwantoweHimalaje:

Rys. 5. Po lewej – kwantowe góry Kinzela, po prawej – fermionowe kwantoweHimalaje
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