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Szanowni Czytelnicy,

zapraszamy do lektury pierwszego numeru 72 tomu PF, który otwierają trzy bardzo
interesujące artykuły wyróżnione w Konkursie PTF (2020) na najlepszy artykuł
autorstwa młodego ûzyka zgłoszony do PF. Komunikat o wynikach Konkursu znajdą
Państwo w PF 3/2021 oraz na stronie PTF: https://www.ptf.net.pl/pl/aktualnosci/
informacje-biezace/wyniki-konkursu/

Serdeczne gratuluję Wyróżnionym w imieniu PTF, Jurorów Konkursu oraz
Redakcji PF.

W stałym cyklu przekładów wykładów noblowskich z dziedziny ûzyki proponujemy
tym razem dwa wykłady laureatów nagrody Nobla z 2016 roku. Tak się złożyło, że
tematyka jednego z wyróżnionych w Konkursie PTF artykułów nawiązuje do odkryć
właśnie tych noblistów. Wspominamy zmarłą pod koniec ubiegłego roku dr Magdalenę
Staszel, która przez 30 lat była członkinią Redakcji naszego czasopisma. Reklama na
czwartej stronie okładki przypomina środowisku polskich ûzyków o jubileuszu prof.
Michała Hellera.

UWAGA
PF są dostępne bezpłatnie w wersji elektronicznej na stronie internetowej PTF
numery bieżące PF http://www.ptf.net.pl/pl/towarzystwo/dzialalnosc/postepy-ûzyki/
numery archiwalne PF

http://www.ptf.net.pl/pl/towarzystwo/dzialalnosc/postepy-ûzyki/roczniki/

NOWOŚĆ
Spis treści PF (od 1949)

https://www.ptf.net.pl/pl/postepy_ûzyki/baza-pf/

INFORMACJE DLA AUTORÓW PF znaleźć można na stronie internetowej PTF
https://www.ptf.net.pl/media/cms_page_media/1544/Wskazowki.pdf

redaktor naczelna PF
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KONKURS PTF – WYRÓŻNIENIE

„Ostry metal”, czyli od piorunochronu do
oddziaływania światło–materia w pikownękach
Krzysztof M. Czajkowski
Wydział Fizyki, Uniwersytet Warszawski*

Streszczenie. Światło jest dla nas cennym źródłem informacji o świecie, który nas otacza niezależnie od skali dzięki temu,
że oddziałuje ono z materią. Jednym z wyzwań naukowych XXI wieku bez wątpienia jest kształtowanie tego oddziaływania.
W niniejszym artykule przedstawię metodę realizacji silnego sprzężenia światło–materia, jaką jest zastosowanie wnęk
optycznych, z uwzględnieniem intrygującego przypadku pikownęk plazmonicznych, czyli tytułowych „ostrych metali”.
Słowa kluczowe: nanotechnologia, wnęki rezonansowe, optyka, oddziaływanie światło–materia

Abstract. Light is a valuable source of information of the surrounding world as a consequence of light–matter interactions.
One of the major challenges in contemporary science is shaping those interactions. In this article, I present a method of
reaching strong light–matter coupling regime using optical cavities with special focus on the case of plasmonic picocavities,
which are formed by sharp metallic features.
Keywords: nanotechnology, resonant cavities, optics, light–matter interactions

1. Wstęp

Światło jest dla nas cennym źródłem informacji o świe-
cie, który nas otacza, niezależnie od rozmiarów bada-
nych obiektów dzięki temu, że oddziałuje ono z mate-
rią. Codziennie dokonujemy różnych obserwacji z tym
związanych np. dostrzegamy zielony kolor trawy czy błę-
kit nieba. Podobnie przebiegają eksperymenty w labo-
ratoriach badawczych. Dysponujemy spektrometrami
mierzącymi widmo (rozumiane jako zależność natęże-
nia od długości fali) światła podczerwonego absorbo-
wanego przez cząsteczki wody czy związków organicz-
nych, co pozwala określić, w jaki sposób drgają te czą-
steczki i zidentyûkować ich budowę chemiczną na tej
podstawie. Mamy też gigantyczne teleskopy, które do-
starczają wiedzy o tym, z jakich pierwiastków składają
się gwiazdy poprzez badanie emitowanego przez nie
światła. Te niezwykłe obserwacje są możliwe właśnie
dzięki oddziaływaniu światła z materią. Jednym z wy-
zwańnaukowychXXIwieku bezwątpienia jestwykorzy-
stanie tego oddziaływania w praktyce. Z jednej strony
w nadchodzącej dobie informatyki kwantowej potrze-
bujemy źródeł światła umożliwiających badania ekspe-
rymentalne nad optyką kwantową, z drugiej zaś strony
chcemy jeszcze lepiej wykorzystywać światło do groma-
dzenia wiedzy o własnościach materii i jej oddziaływa-
niu ze światłem w nanoskali, gdzie rządzą reguły dyk-

*ORCID: 0000-0001-9106-2837

towane przez mechanikę kwantową. W artykule przed-
stawię metodę kształtowania oddziaływania, jaką jest
zastosowanie wnęk optycznych, uwzględniając intrygu-
jący przypadek pikownęk plazmonicznych, tj. „ostrych
metali”.

Aby zrozumieć, czym jest wnęka optyczna i w jaki
sposób jej użycie pomaga we wzmocnieniu oddziaływa-
nia światła z materią, należy najpierw zrozumieć złotą
regułę Fermiego, którąmożna bezwątpienia nazwać „re-
gułą kciuka” dla oddziaływania światło–materia w na-
noskali. W tym celu rozpatrzymy szczególny efekt
tego oddziaływania jakim jest emisja spontaniczna. Jest
to proces przejścia ze stanu wzbudzonego cząsteczki
lub kropki kwantowej (tj. nanocząstki półprzewodniko-
wej będącej wydajnym emiterem światła) do niższego
stanu energetycznego, któremu towarzyszy wyemitowa-
nie różnicy energii w formie światła. Złota reguła Fer-
miego określa prawdopodobieństwo przejścia na jed-
nostkę czasu między dwoma stanami układu kwanto-
wego (materii w postaci np. cząsteczki czy kropki kwan-
towej) w wyniku oddziaływania ze światłem i wyraża
się wzorem (uwaga dla czujnych ûzyków: stosuję tu sfor-
mułowanie złotej reguły Fermiego, w przybliżeniu dipo-
lowym, przy założeniu, że zaburzeniem jest fala elektro-
magnetyczna) [1]

γ = ρ(ω)∣d⃗ ⋅ E⃗(r⃗emiter)∣2 (1)
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gdzie γ to prawdopodobieństwo przejścia na jednostkę
czasu, ρ to gęstość stanów fotonowych dla częstotliwo-
ści światła pobudzającego równej ω na jednostkę objęto-
ści, d⃗ to moment dipolowy związany z przejściem, zaś E⃗
to natężenie pola elektrycznego światła pobudzającego
w położeniu cząsteczki (r⃗emiter).

Za główną obserwację związaną ze złotą regułą Fer-
miego należy uznać to, że prawdopodobieństwo emisji
zależy nie tylko od właściwości samej materii, z którą
oddziałuje światło, ale również od właściwości otocze-
nia, które należy ukształtować w taki sposób, aby umoż-
liwiało zatrzymanie światła we wnęce jak najdłużej
(tzw. przekrycie widmowe) oraz by pole w miejscu emi-
tera było maksymalnie wzmocnione (tzw. przekrycie
przestrzenne). Ten pierwszy warunek stosunkowo ła-
two spełnić używając pary luster (rys. 1a). Jest to naj-
prostszy przykład optycznej wnęki rezonansowej, czyli
przyrządu służącego do wzmacniania oddziaływania
światło–materia. Zastosowanie wnęk rezonansowych
pozwala na kształtowanie zarówno natężenia pola, jak
i gęstości stanów. O ile natężenie pola elektrycznego
to intuicyjna wielkość i łatwo sobie wyobrazić, jak np.
zwierciadło wklęsłe skupia światło na niewielkich obsza-
rach zwiększając w ten sposób natężenie pola, tak gę-
stość stanów, szczególnie w odniesieniu do światła, jest
wielkością nieintuicyjną.

Światło rozchodzące się swobodnie na dużym ob-
szarze posiada określoną gęstość stanów wynikającą
z kwantowej natury światła. Wnęki rezonansowe zwięk-
szają gęstość stanów dla konkretnych częstotliwości po-
przez ograniczenie możliwości propagacji fal niespeł-
niających zadanych warunków. Dobrym przykładem
jest drgająca struna. W jej punktach zaczepienia wy-
tworzona fala musi mieć zerową wartość przemiesz-
czenia (tzw. węzeł), co nakłada warunek na częstotli-
wość takiej fali. Podobnie, zerowe natężenie pola elek-
trycznego znajduje się na granicy powietrza i zwier-
ciadła. Układ złożony z dwóch zwierciadeł w analo-
gii do zaczepionej w dwóch punktach struny umoż-
liwia rozchodzenie się między zwierciadłami światła
wyłącznie o określonych częstotliwościach. Jeśli jedna
z tych częstotliwości pokrywa się z energią przejścia
emitera, mamy do czynienia ze zwiększonym prawdo-
podobieństwem emisji w myśl złotej reguły Fermiego.
Foton (pojedynczy kwant światła), który traû do wnęki
może odbić się od jednego ze zwierciadeł, a następ-
nie przemieścić się do drugiego zwierciadła i odbić
od niego. I tak w nieskończoność, przynajmniej w teo-
rii. W praktyce nawet znakomite zwierciadła z pew-
nym prawdopodobieństwem absorbują lub (rzadziej)
przepuszczają światło, co sprawia, że światło opusz-
cza wnękę, co obniża gęstość stanów i poszerza za-
kres dopuszczalnych częstotliwości światła (rys. 1b).

W uproszczeniu miarą sprzężenia światło–materia jest
czynnik

F = ω0√
VΓ

, (2)

w którym oprócz położenia ω0 oraz szerokości wid-
mowej rezonansu Γ (odwrotnie proporcjonalnej do
czasu życia fotonu we wnęce) rolę odgrywa tzw. ob-
jętość modowa V , która jest tym mniejsza im bar-
dziej skoncentrowane jest pole elektryczne. Warto
nadmienić, że to właśnie ta ostatnia wielkość spra-
wia, że naukowcy dążą do wytwarzania wnęk o nie-
wielkich rozmiarach i silnie skupionym polu ele-
ktrycznym.

a) b)

Ryc. 1. Schematyczna reprezentacja oddziaływania światło–materia we
wnękach rezonansowych: a) wmolekule (niebieskiej sferze) zachodzi przej-
ście ze stanu wzbudzonego do podstawowego skutkujące emisją sponta-
niczną światła utrzymywanego we wnęce, b) gęstość stanów optycznych
jest zwiększona w pobliżu długości fali spełniającej warunek rezonansu
(poszerzenie widmowe wynika ze strat we wnęce)

Mimo tego, że we wnękach rezonansowych nastę-
pują straty energii, eksperymentalnie możliwe jest uzy-
skanie nadzwyczaj długiego czasu od pojawienia się do
„ucieczki” fotonu z wnęki — około 130 ms. Pozornie to
krótko, ale światło jest bardzo szybkie (odległość, którą
przebędzie w tym czasie foton, to około 40 tys. km,
czyli ponad 6 razy większa od promieia Ziemi). W prak-
tyce jest to dostatecznie długo, by wykonać w tym
czasie wiele intrygujących eksperymentów związanych
z kwantową naturą światła. Poprzez oddziaływanie świa-
tła z atomami umieszczonymi we wnęce możliwe jest
badanie kwantowego stanu, w jakim znajduje się świa-
tło i obserwowanie procesu dekoherencji, czyli utraty
informacji o kwantowym stanie światła w wyniku jego
oddziaływania z otoczeniem. Badania te zostały nagro-
dzone w roku 2012 nagrodą Nobla z ûzyki [2]. Składa-
jące się na nie eksperymenty prowadzone były w eks-
tremalnych warunkach, m.in. zwierciadła wnęki wyko-
nane były z nadprzewodnika, temperatura zaś, w jakiej
je wykonano, była istotnie poniżej 1 kelwina. Jedną z sil-
nych motywacji do dalszych badań jest zatem obserwa-
cja efektów kwantowych w warunkach bliższych poko-
jowym.
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2. Półprzewodnikowe wnęki rezonansowe
i ich zastosowania

Podstawowy element klasycznych wnęk rezonan-
sowych stanowią zwierciadła. Typowe zwierciadła
optyczne są wykonane z cienkiej warstwy metalu
umieszczonej na szklanym podłożu i odbijają około
95% światła. Nowoczesne techniki wytwarzania cien-
kich warstw pozwalają na uzyskanie grubości nawet
kilku nanometrów dla wielu materiałów półprzewodni-
kowych. Z cienkich warstw takich materiałów możliwe
jest uzyskanie tzw. zwieciadeł Bragga (ang. distributed
Bragg re�ector, DBR), które dla wąskiego zakresu dłu-
gości fali wykazują współczynnik odbicia powyżej 99%
(rys. 2a). Wnęki optyczne złożone z pary zwierciadeł
DBR rozdzielonej cienką warstwą półprzewodnika, tzw.
mikrownęki stanowiły i nadal stanowią źródło niezwy-
kle ciekawych eksperymentów związanych z oddziały-
waniem światło–materia.

Mikrownęki mogą posłużyć do kształtowania pro-
cesu emisji pod względem wydajności i rozkładu ką-
towego emitowanego promieniowania, co sprawia, że
są stosowane jako elementy źródeł światła np. laserów.
Szczególnym przykładem są wydajne źródła pojedyn-
czych fotonów, które są niezbędne do realizacji ekspe-
rymentów związanych z optyką kwantową. Takie źró-
dła cechuje to, że w odróżnieniu od np. emisji termicz-
nej z wolframowego drutu żarówki w danej chwili czasu
emitowany jest co najwyżej jeden foton. Pozwala to
na badanie kwantowych właściwości światła. Standar-
dowe źródła pojedynczych fotonów wykorzystują zjawi-
sko spontanicznej parametrycznej konwersji w dół (ang.
spontaneous downconversion, SPDC). Ich wadą jest ni-
ska wydajność emisji, a zaletą — że jest to dobrze po-
znana technologia, emitować zaś można również splą-
tane pary fotonów. Alternatywą może być użycie kro-
pek kwantowych, które cechuje niezwykle wysoka wy-
dajność, ale problemem jest to, że emisja z kropek kwan-
towych następuje izotropowo (identycznie dla każdego
kąta obserwacji). Umieszczenie kropki w mikrownęce
skutkuje istotnym wzmocnieniem wydajności ekstrak-
cji światła, ale uzyskanie splątanego stanu wymaga uży-
cia parymikrownękw formie słupków, dla którychmoż-
liwe jest kształtowanie procesu emisji poprzez rozmiar
słupków i ich wzajemną odległość [3].

Innym przykładem zastosowania mikrownęk jest
wytwarzanie układów optycznych imitujących zachowa-
nia złożonych układówkwantowychwystępującychwû-
zyce ciała stałego. W tym roku polscy naukowcy zapre-
zentowali układwykorzystującymikrownękę, w którym
zachowanie polaryzacji światła przypomina oddziały-
wanie spin–orbita [4]. Wewnątrz mikrownęki umieścili
oni ciekły kryształ, który jest materiałem o dwujłom-

ności zmienianej przykładanym do komórki ciekłokrys-
talicznej napięciem. Dwujłomność polega na tym, że
współczynnik załamania światła zależy od polaryzacji
światła padającego na dany materiał. Wykorzystując po-
laryzację światła jako analog spinu elektronu udało się
odtworzyć hamiltoniany Raaschby–Dresselhausa i Ze-
emana. Te badania mogą w przyszłości pozwolić na lep-
sze zrozumienie układów kwantowych cechujących się
oddziaływaniem spin–orbita.

a) b)

c) d)

Ryc. 2. Wnęki rezonansowe omówione w niniejszej pracy: a) półprzewod-
nikowe zwierciadło Bragga, b) złota nanosfera, c) złoty nanopryzmat, d)
nanosfera nad zwierciadłem

3. Od piorunochronu do oddziaływania
światło–materia w pikownękach

Mikrownęki wzmacniają oddziaływanie światła z mate-
rią głównie ze względu na niezwykle małe straty. Dal-
sze zwiększenie tego oddziaływania wymaga manipula-
cji parametrem V w równaniu 2, czyli objętością mo-
dową, co nie jest łatwe w przypadku mikrownęk. Jako
alternatywne rozwiązanie zaproponowano nanocząstki
zmetali szlachetnych, które są zdolne do skupiania świa-
tła na obszarach dużo mniejszych niż długość fali świa-
tławidzialnego sprawiając, że objętościmodowe są dużo
mniejsze niż w mikrownękach (rys. 2b-d).

W uproszczeniu modelem nanocząstki może być
mała sfera umieszczona w stałym polu elektrycznym.
Prosty model matematyczny opisujący nanocząstkę
z metalu pokazuje, że szerokość rezonansu w wid-
mie ekstynkcji światła (ekstynkcja to suma natężeń
światła rozproszonego i zaabsorbowanego przez nano-
cząstkę) zależy, w przybliżeniu, głównie od materiału
— na podstawie danych eksperymentalnych dla srebra
można pokazać, że szerokość rezonansu to około 200
meV. Dla porównania, w mikrownękach można uzy-
skać wartości wynoszące poniżej 1 meV. Sferyczne na-
nocząstki cechują się zbyt dużymi objętościami modo-
wymi, aby można było zaobserwować silne sprzężenie
światło–materia. Doprowadziło to do poszukiwaniame-
talicznych wnęk rezonansowych o znacznie mniejszych
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objętościach modowych, które cechuje strukturyzacja
w skali pojedynczych atomów.

Metale odróżnia od półprzewodników to, że mają
dużą koncentrację tzw. swobodnych elektronów. Mają
one tendencję do ekranowania objętości przewod-
nika, czyli gromadzenia się elektronów na powierzchni
i w konsekwencji niwelowania pola elektrycznego we-
wnątrz. Elektrony na powierzchni odpychają się od sie-
bie. To powoduje, że potencjał pola elektrycznego jest
taki sam w każdym punkcie powierzchni, co minimali-
zuje całkowitą energię potencjalną przewodnika i spra-
wia, że właściwości elektromagnetyczne metalu (czy
w ogólności przewodnika) silnie zależą od kształtu po-
wierzchni. Klasycznym przykłademwykorzystania tego
efektu jest powszechnie używany piorunochron. Jako
prosty model piorunochronu posłuży nam układ skła-
dający się z dwóch kul przewodnika o różnych rozmia-
rach, połączonych cienkim drutem (rys. 3a). Jest to mo-
del zaczerpnięty z wykładów Feynmana [5]. Potencjał
elektryczny na powierzchni sfery wynosi

ϕ1,2 =
q1,2

4πє0r1
, (3)

gdzie q to ładunek zgromadzony na sferze, r to promień
sfery. Ze względu na to, że sfery są połączone drutem
ich potencjał musi być identyczny (ϕ1 = ϕ2), co prowa-
dzi do równania

q1

r1
= q2

r2
. (4)

Natężenie pola elektrycznego na powierzchni sfer
wyraża się wzorem E1,2 = q1,2

4πє0 r1,2 , co prowadzi do tego,
że stosunek natężeń wynosi E2

E1
= r1

r2
. A zatem im mniej-

szy promień małej sfery tym większy stosunek natężeń.
W efekcie, gdy powierzchnia metalu posiada ostre kra-
wędzie, pole elektryczne jest silnie wzmocnione w ich
obszarze. W szczególności, jest tym większe im mniej-
szy jest charakterystyczny rozmiar zaostrzenia. Natęże-
nie pola elektrycznego jest miarą tendencji danego ob-
szaru do przyciągania ładunku podczas wyładowania
atmosferycznego. Sprawia to, że piorun traûa dokład-
nie w piorunochron. Jeśli jest on uziemiony, to zgro-
madzony ładunek zostanie bezpiecznie odprowadzony.
To rozumowanie tylko pozornie nie ma związku z od-
działywaniem światło–materia. Stanowi ono elemen-
tarny argument za tym, że zastosowanie struktur me-
talowych o elementach rzędu pojedynczych nanome-
trów pozwala na uzyskanie silnych wzmocnień pola po-
trzebnych, zgodnie ze złotą regułą Fermiego i czynni-
kiem Purcella, do silnego oddziaływania światła z mate-
rią pomimo stosunkowo dużej szerokości rezonansów.
Potwierdzają to symulacje metodą różnic skończonych
w dziedzinie czasu przedstawione na rys. 3b-c. Wzmoc-
nienie natężenia pola jest znaczniewiększewprzypadku

złotego oktaedru posiadającego ostre krawędzie niż na
powierzchni gładkiej sfery o tym samym rozmiarze
i z tego samego materiału.

Ten efekt został wykorzystany do zbadania sprzęże-
nia światło–materia w układzie złożonym z nanopry-
zmatu ze złota i barwników (agregatów J) [6]. Zobser-
wowany czynnik F rzędu 106 nm−3/2 jest bardzo do-
brym wynikiem w porównaniu z wnękami rezonan-
sowymi wykorzystującymi DBR [6]. Okazało się, że
choć eksperyment był prowadzony w warunkach po-
kojowych udało się zaobserwować rozszczepienie piku
emisyjnego cząsteczki na dwa, co nazywamy rozszcze-
pieniem Rabiego. Jest to efekt tzw. silnego sprzężenia
światło–materia, w którym światło we wnęce wymienia
z materią energię szybciej niż zachodzi proces ucieczki
światła zwnęki. Prowadzi to do licznych zjawiskwynika-
jących z tego, że w tej sytuacji cały układwykazuje kolek-
tywne zachowanie tzn. jak gdyby stanowił jedną cząstkę
(taki sprzężony układ nazywamywûzyce kwazicząstką).
Niezwykły przykład takiego zjawiska stanowi kondensa-
cja Bosego-Einsteina tak powstałych kwazicząstek [7].

r
1
,q
1

r
2
,q
2a)

b) c)

Ryc. 3. a) Schemat przedstawiający eksperyment myślowy Feynmana ob-
razujący efekt piorunochronu; b), c) przestrzenny rozkład wzmocnienia
pola elektrycznego dla oktedru i sfery (odpowiednio) wykonanych ze
złota, oświetlonych światłem o rezonansowej długości fali (ok. 550 nm).
Zaostrzone brzegi oktaedru cechuje znacznie większe wzmocnienie niż
obserwowane na powierzchni sfery

Ekstremalnie wysokie czynniki F (równanie 2)
można uzyskać stosując nanocząstkę umieszczoną
około nanometr ponadmetalowym zwierciadłem. Świa-
tło rozproszone przez nanocząstkę po traûeniu na zwier-
ciadło wraca do nanocząstki, która rozprasza je ponow-
nie. W efekcie wielokrotnego rozpraszania pole elek-
tryczne między nanocząstką i zwierciadłem jest dużo
większe niż byłoby bez obecności zwierciadła. Prak-
tyczna realizacja takiego układu nastąpiła w 2014, a wy-
niki zostały opublikowane w czasopiśmie Nature [8].
Trudno jest nie docenić spektakularności opisanego
w artykule eksperymentu. Autorzy potraûąw sposób po-
wtarzalny wytwarzać struktury, w których nanocząstki
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o rozmiarach rzędu 40 nmze złota oddzielone są odwar-
stwy złota o grubości 70 nm warstwą cząsteczek o gru-
bości 0,9 nm. Kluczową częścią eksperymentu jest ści-
słe określenie liczby i orientacji cząsteczek umieszczo-
nychwewnęce.W tymceluwykorzystuje się osiągnięcia
chemii makromolekularnej. Jeśli cząsteczka barwnika
(błękitu metylenowego, znanego maturzystom z che-
mii) umieszczona jest w cząsteczce makrocyklicznej, to
orientuje się wzdłuż osi łączącej nanocząstkę i lustro,
w przeciwnym razie orientacja jest pozioma (wzdłuż
warstwy). Cząsteczka makrocykliczna jest tak dobrana,
aby pomieścić tylko jedną cząsteczkę barwnika. Dzięki
temu zmyślnemu eksperymentowi udało się pokazać
nie tylko obecność silnego sprzężenia światło–materia
w temperaturze pokojowej, ale również pokazać prze-
widywaną przez model Jaynesa–Cummingsa zależność
między siłą sprzężenia a liczbą cząsteczek we wnęce.

4. Zastsowania wnęk metalicznych

Wzmocnione oddziaływania światło–materia dają nie-
zwykłe możliwości badania materii w nanoskali. Na sa-
mym początku artykułu wspomniałem o tym, że czą-
steczki cechują charakterystyczne energie drgań. Do
badania tych drgań stosowane jest zjawisko rozprosze-
nia Ramana polegające na nieelastycznym rozprasza-
niu światła, w którym zmiana energii następuje w wy-
niku pobudzenia cząsteczek do drgań. Od lat znany jest
efekt polegający na wzmocnieniu tego rozpraszania ra-
manowskiego, gdy cząsteczki umieszczone są na chro-
powatej powierzchni metalu.

W przypadku zastosowania nanownęki metalicznej
można uzyskać tak silne wzmocnienie, że możliwe jest
uzyskanie widma ramanowskiego pochodzącego od po-
jedynczej cząsteczki. Niezwykły przykład stanowi po-
miar nici RNA wykonany metalową zaostrzoną sondą
skanującą [9]. Otrzymane widma ramanowskie w róż-
nych położeniach sondy względem nici pozwalają na
określenie sekwencji zasad nukleotydowych w nici.

Podobne badania z rozdzielczością czasową i prze-
strzenną udało się wykonać również w opisanym wyżej
układzie złożonym z nanocząstki na zwierciadle. Przy
tej okazji naukowcom udało się zaobserwować zaska-
kujące zjawisko. Za pomocą światła laserowego wytwo-
rzyli struktury na powierzchni metalowej cząstki o cha-
rakterystycznych rozmiarach porównywalnych z roz-
miarem atomu złota [10]. Stosując niską temperaturę
(na poziomie 10 K) udało im się ustabilizować tak po-
wstałe struktury i zmierzyć widma ramanowskie cząste-
czek znajdujących sięw ich pobliżu. Zupełnie jakwprzy-
padku piorunochronu obecność dodatkowej struktury
na czubku metalowej sfery pozwala znacząco zwiększyć
wzmocnienie pola w obrębie cząsteczki i zlokalizować

światło w objętościach mniejszych niż 1 nm3. Dzięki
tym właściwościom możliwa jest obserwacja tego, jak
zależą drgania cząsteczki od jej położenia względem pi-
kownęki, które mierzone są z dokładnością do pojedyn-
czych nanometrów.Wkonsekwencji obserwuje się ruch
pojedynczych atomów złota tworzących pikownękę pod
wpływem światła lasera. Analiza różnych procesów che-
micznych z wykorzystaniem tego układu pozwala na ba-
danie zmiany długości wiązań czy procesów utleniania
i redukcji w czasie rzeczywistym na poziomie pojedyn-
czych cząsteczek [11]. Ponadto analiza teoretyczna wy-
kazała, że jakościowo przedstawiony tu elektrostatyczny
model piorunochronu przewiduje liczne właściwości pi-
kownęk [11].

5. Podsumowanie

Zastosowanie mikro- i nanownęk pozwala na badanie
kwantowej natury światła, materii oraz wzajemnego od-
działywania światła i materii z niespotykaną dotąd do-
kładnością, a także w reżimie silnego sprzężenia, który
nie był dotychczas łatwo dostępny eksperymentalnie.
Granice tych badań istotnie przesuwa zastosowanie na-
nostruktur metalicznych, które dzięki silnej lokaliza-
cji pola elektromagnetycznego przekraczają możliwo-
ści standardowych struktur półprzewodnikowych. Za-
awansowane wykorzystanie prostego efektu, jakim jest
dodatkowa lokalizacja pola na zaostrzonych powierzch-
niach metali, pozwoliło na realizację niezwykłych eks-
perymentów związanych z chemicznymi i ûzycznymi
właściwościami cząsteczek. Można przypuszczać, że ta-
kie metaliczne struktury nadal będą źródłem cieka-
wej ûzyki związanej z oddziaływaniem światło–materia,
a w przyszłości również zastosowań np. w analizie che-
micznej czy optyce kwantowej.
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KONKURS PTF – WYRÓŻNIENIE

Försterowski rezonansowy transfer energii (FRET)
— podstawy ûzyczne i zastosowania
Agata M. Kotulska
Instytut Niskich Temperatur i Badań Strukturalnych Polskiej Akademii Nauk*

Streszczenie. Försterowski rezonansowy transfer energii (FRET) jest jednym ze zjawisk ûzycznych, które znalazły szerokie
zastosowanie w biologii i przyczyniły się do zrozumienia funkcjonowania żywych komórek na poziomie molekularnym.
Zmiany efektywności transferu energii wraz ze zmianą wzajemnej odległości donora i akceptora są widoczne podczas
pomiarów spektroskopowych czasów życia luminescencji lub widma emisji. Zjawisko to umożliwia badanie wielu procesów
takich jak hybrydyzacja DNA, zmiany konformacji białek czy też reakcji wiązania się przeciwciała z antygenem. Tradycyjnie
do tego celu stosuje się barwniki organiczne lub białka �uorescencyjne. Jednak ze względu na ich wady, takie jak słabo
rozdzielone, szerokie pasma absorpcyjne i emisyjne, krótkie — nanosekundowe czasy życia �uorescencji poziomów
energetycznych czy fotowybielanie, nadal poszukuje się alternatywnych �uoroforów wykazujących pożądane cechy
spektroskopowe. Rozwiązaniemdla napotykanych niepożądanychwłaściwości spektroskopowych barwników organicznych
jest zastosowanie nanokryształów domieszkowanych jonami lantanowców jako donorów energii. Takie nanomateriały
wykazują wysoką fotostabilność luminescencji, wąskie spektralnie pasma absorpcji i emisji, emisję antystokesowską oraz
długie czasy zaniku luminescencji. W artykule przedstawiono podstawy ûzyczne zjawiska FRET oraz zaprezentowano
nowe wyzwania dla nanoluminoforów domieszkowanych jonami lantanowców, jako nowych alternatywnych donorów
energii do studiowania procesów FRET.
Słowa kluczowe: FRET, försterowski rezonansowy transfer energii, nanokryształy, barwniki organiczne, lantanowce, linijka
spektroskopowa

Abstract. Förster Resonance Energy Transfer (FRET) is the physical phenomena that has found wide application in biology
and contributed to understanding the functioning of living cells at the molecular level. Changes in the energy transfer
eõciency are associated with the change of distance between the donor and acceptor, are visible during spectroscopic
measurements, such as luminescence lifetimes or emission spectra. his phenomenon enables the study of many processes
such as DNA hybridization, changes in protein conformation or the binding reaction of an antibody to an antigen.
Traditionally, organic dyes or �uorescent proteins are used for this purpose. However, due to their disadvantages, such as
poorly separated, wide absorption and emission bands, short nanosecond luminescence lifetimes, and photobleaching,
alternative �uorophores with the desired spectroscopic characteristics are still being sought.he solution to the encountered
imperfections of organic dyes is the use of nanocrystals doped with lanthanide ions as energy donors. his kind of
nanomaterials show high luminescence photostability, narrow spectral absorption and emission bands, anti-Stokes emission
and long luminescence decay times. his article presents the physical basis of the FRET phenomenon and new challenges
for lanthanide-doped nanoluminophores as new alternative energy donors for researches in FRET processes.
Keywords: FRET, Förster resonance energy transfer, nanocrystals, organic dyes, lanthanides ions, spectroscopic ruler

1. Wstęp

Mechanizm försterowskiego rezonansowego transferu
energii (ang. Förster Resonance Energy Transfer, FRET)
wykorzystuje bezpromienisty rezonansowy przekaz
energii pomiędzy dwoma molekułami — donorem (D)
i akceptorem (A). Efektywność mechanizmu FRET sil-
nie i monotonicznie zależy od odległości między tymi
molekułami. Zmiany efektywności transferu energii
FRET można zarejestrować za pomocą statycznych po-
miarów widm �uorescencji albo badania kinetyki �u-
orescencji, mierząc czasy zaniku luminescencji D oraz
D w obecności A. Monotoniczna zmiana efektywności

*ORCID: 0000-0001-6335-9537, e-mail: a.kotulska@intibs.pl

transferu energii umożliwia pomiar odległości z pre-
cyzją subnanometrową (efektywność transferu jest od-
wrotnie proporcjonalna do 6. potęgi odległości pomię-
dzy D i A) [1, 3]. Efektywność transferu FRET silnie za-
leży również od doboru pary molekuł donor–akceptor.
Obserwacja zjawiska FRET jest możliwa po spełnie-
niu kilku podstawowych warunków — pasma emisji
donora oraz absorpcji akceptora muszą się spektral-
nie nakładać, a dodatkowo odległość między moleku-
łami nie może przekraczać 10 nm, umożliwiając tym
samym transfer energii pomiędzy D i A [3]. Interak-
cja pomiędzy dwomamolekułami w zjawisku FRET jest
opisywana jako oddziaływanie dipol–dipol (które deû-
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niuje prawdopodobieństwo transferu energii pomiędzy
dwoma dipolami elektrycznymi).

Mechanizm FRET pomiędzy jonami lantanowców
a barwnikami organicznymi
Fundamenty umożliwiające zrozumienie ûzycznej na-
tury rezonansowego bezpromienistego transferu ener-
gii położył w 1946 roku heodor Förster [4, 5]. Przed-
stawił matematyczny model opisujący migrację ener-
gii pomiędzy molekułami (dwoma oscylatorami mecha-
nicznymi posiadającymi ładunek elektryczny), analizu-
jąc zmiany intensywności oraz czasy zaników lumine-
scencji związane z odległością pomiędzy D i A [4, 5, 6].
Na podstawie wcześniejszych obserwacji właściwości
transferu energii pomiędzy molekułami, Förster przed-
stawił równania opisujące krytyczną odległość, poniżej
której może zachodzić transfer energii pomiędzy dono-
rem i akceptorem. Odległość tę można wyznaczyć na
podstawie widm luminescencji oraz stężenia �uorofo-
rów, co bardzo dobrze zgadzało się z już wcześniej ob-
serwowanymi wynikami eksperymentalnymi właściwo-
ści transferów energii pomiędzy atomami [7, 8]. Prze-
gląd początkowo opracowanych technik FRET został
opublikowany w 1959 roku [9]. Mimo, że od opubliko-
wania tych teoretycznych prac upłynęło już kilkadzie-
siąt lat i rozwinięte zostały opisy teoretyczne zjawisk
transferów energii [10, 11], a technika ta stała się wygod-
nym i powszechnie stosowanym narzędziem, nadal po-
szukiwane są nowe barwniki �uorescencyjne, które po-
winny ułatwić interpretację procesów biologicznych in

vitro i in vivo, a w konsekwencji zrozumienie funkcjono-
wania żywych komórek i organizmów. Dodatkowo roz-
wijany jest aparat matematyczny umożliwiający korek-
cję licznych niepożądanych właściwości spektroskopo-
wych wynikających ze stosowania barwników organicz-
nych [12] oraz powstają nowe narzędzia i techniki po-
miarowe mające dostarczyć wniosków ilościowych (do-
tyczących np. odległości czy też efektywności transferu
energii).

W tradycyjnymobrazowaniu lub detekcji z wykorzy-
staniem zjawiska FRET, jako molekuły D i A stosowane
są barwniki organiczne. Charakteryzują się one wyso-
kimi wartościami współczynnika ekstynkcji, co umoż-
liwia wydajne wzbudzenie donora i efektywny transfer
energii do akceptora [13]. Mnogość barwników orga-
nicznych [14, 15] umożliwia prowadzenie skomplikowa-
nych biologicznych eksperymentów, na przykład współ-
barwienia struktur biologicznychw celu wizualizacji po-
łożenia jądra lub szkieletu ciała komórki [16]. Niestety
barwniki organiczne (np. CFP, DAPI, YFP, GFP itd.),
ulegają fotowybielaniu, co oznacza, że pod wpływem
oświetlenia światłem laserowymnastępuje ich szybka fo-
todegradacja [17, 18]. Dodatkowo, dozwolony charakter

przejść, prowadzący do wydajnej emisji w tych związ-
kach, odpowiada za krótkie czasy zaniku �uorescencji
(rzędu nanosekund), co komplikuje techniczną stronę
pomiaru. W barwnikach organicznych obserwuje się
też pasma absorpcji w zakresie krótkofalowym widma.
W przypadku złożonych próbek biologicznych bardzo
często obserwuje się niepożądaną �uorescencję tła (au-
to�uorescencję), gdyż wiele molekuł organicznych bu-
dujących nasze komórki (np. DNA, FAD, NADH, kola-
gen, elastyna) ma pasma wzbudzenia i wykazuje sponta-
niczną �uorescencję w zakresie widzialnym [17, 18]. Nie-
stety, barwniki organiczne mają również inne wady, ta-
kie jak szerokie, nachodzące na siebie widma absorpcji
i emisji, które często prowadzą do przekazania energii
określanego jako „przeciekanie” sygnału (przykładowo
emisja donora jest bezpośrednio rejestrowana w kanale
detekcyjnym akceptora, albo linia wzbudzająca donor
wzbudza bezpośrednio molekuły akceptora) i koniecz-
ności korygowania tych wad [12, 18, 19]. Właściwości
spektroskopowe barwników organicznych zależą rów-
nież od chemicznego i biologicznego otoczenia mole-
kuły, co utrudnia ilościowe pomiary FRET. Te wszystkie
cechy zmuszają do poszukiwania alternatywnych mate-
riałów eliminujących wady barwników, a jedną z propo-
zycji jest stosowanie nanokryształów domieszkowanych
lantanowcami.

Badanie właściwości spektroskopowych dla jonów
Ln3+ wykorzystuje zjawisko luminescencji. Polega to
na optycznym wzbudzeniu badanego materiału za po-
mocą energii wiązki laserowej, a następnie transferze
energii w sposób radiacyjny (emisja fali elektromagne-
tycznej w zakresie UV, VIS, NIR) lub na drodze niera-
diacyjnej [20]. Dużym atutem nanokryształów domiesz-
kowanych jonami lantanowców jest ich wysoka fotosta-
bilność, wąskie linie absorpcyjne i emisyjne oraz dłu-
gie czasy zaniku poziomów energetycznych [17]. Dłu-
gie czasy życia luminescencji poziomów energetycz-
nych wynikają z zabronionego regułą Laporte’a przej-
ścia wewnątrz powłoki f [17, 20]. Stabilność emisji lan-
tanowców jest spowodowana obecnością jonów Ln3+,
gdyż elektrony zajmujące orbitale 4f, odpowiadające
za właściwości optyczne, są ekranowane przed wpły-
wem chemicznego otoczenia przez zapełnione orbitale
5s i 5p [21]. W najprostszym przypadku, opisu po-
ziomów energetycznych oraz zachodzących możliwych
procesów transferów energii między nimi, rozpatruje
się dwa poziomy energetyczne: podstawowy oraz wzbu-
dzony. Bogata struktura poziomów energetycznychw jo-
nach lantanowców (Ln3+) umożliwia obserwację wielu
przejść i procesów wymiany energii, niespotykanych
w innych związkach [22]. Współdomieszkowanie nano-
kryształów dwoma różnymi jonami lantanowców, gdzie
jeden z nich pełni rolę uczulacza (wzbudzanego świa-
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tłem laserowym), natomiast drugi jest aktywatorem
(wzbudzanym za pomocą konwersji energii z uczula-
cza w górę, czyli na wyższy poziom), dodatkowo posze-
rza możliwości wyboru długości fal wzbudzenia oraz
emisji. Szczególnie korzystna jest emisja antystokesow-
ska, gdyż do wzbudzenia używane jest światło z za-
kresu bliskiej podczerwieni, a emisja następuje w zakre-
sie widzialnym. Przykładem takiego procesu jest wła-
śnie konwersja energii w górę (ang. upconversion). Na-
stępuje w ten sposób eliminacja wysokiego sygnału au-
to�uorescencji tła, co jest szczególnie pożądane przy
obrazowaniu struktur biologicznych. Odpowiedni wy-
bór jonu, długości fali wzbudzenia oraz emisji umożli-
wia wpasowanie się w transmisyjne okna biologiczne
dla tkanek — są to obszary wykazujące niższy współ-
czynnik absorpcji, a tym samym większą głębokość pe-
netracji światłem, niższy sygnał tła i w konsekwencji
wyższą czułość takich metod pomiarowych [17]. W jo-
nach Ln3+, oprócz typowej absorpcji ze stanu podsta-
wowego (GSA, ang. Ground-State Absorption), obser-
wuje się również wydają absorpcję ze stanu wzbudzo-
nego (ESA, ang. Excited State Absorption), relaksację
krzyżową (CR, ang. Cross-Relaxation) lub bardzo wy-
dajny transfer energii w górę (ETU, ang. Energy Transfer

Upconversion) [17, 21]. Struktura elektronowa lantanow-
ców jako grupy pierwiastków jest szczególnie przydatna
w badaniach spektroskopowych. Schemat mechanizmu
FRETpomiędzy donoremwpostaci nanokryształu, a or-
ganicznym barwnikiem jako akceptorem, został przed-
stawiony na rys. 1a, natomiast widma absorpcji i emisji
wybranych barwników organicznych na rys. 1b.

Rys. 1. (a) Schemat wzbudzenia donora (nanokryształu) oraz schemat me-
chanizmu FRET [34]; (b) przykładowe widma absorpcji i luminescencji
barwników organicznych [14]

Zastosowania

Czasy zaników dla D maleją wraz ze skracaniem się od-
ległości D-A do rzędu kilku nanometrów, co umożli-
wia zastosowanie zjawiska FRET do badań zachowania
struktur biologicznych i efektów w nich występujących,

takich jak hybrydyzacja DNA [23, 24], badania konfor-
macji białek [25] czy wykonywanie testów immunoen-
zymatycznych [25–27].W konsekwencji zjawisko FRET
znajduje liczne zastosowania w biologii oraz wykazuje
duży potencjał dla zastosowań w diagnostyce medycz-
nej [19], na przykład do rejestracji oddziaływań mole-
kularnych w żywych komórkach [29–31], czy też przy
przeprowadzeniu homogenicznych diagnostycznych te-
stówbiologicznych [32]. Jednymznajbardziej zaawanso-
wanychnarzędziw biologii, umożliwiającym rejestrowa-
nie zjawiska FRET w mikroskopii �uorescencyjnej, jest
metoda FLIM (ang. Fluorescence Lifetime Imaging Mi-

croscopy), która umożliwia wizualizację procesów biolo-
gicznych w czasie rzeczywistym za pomocą czasów za-
ników [18]. Na rysunku 2a zostały przedstawione sche-
matycznie badania struktury DNA za pomocą zjawiska
FRET, gdzie molekuła (D) dołączona do jednej z za-
sad kwasu DNA jest pobudzana energią dostarczoną za
pośrednictwem światła laserowego, a następnie przeka-
zuje energię drugiej molekule (A) dołączonej do innej
części DNA lub do komplementarnego fragmentu nici
DNA. Na rysunku 2b został przedstawiony schemat sto-
sowanych układów z nanokryształami jako donorami
oraz barwnikami organicznymi jako akceptorami. Ce-
lem obecnie prowadzonych badań opisywanego zjawi-
ska jest wykorzystanie FRET w naukach biologicznych,
gdzie do donora, mającego postać nanokryształu do-
mieszkowanego lantanowcami zostanie dołączony anty-
gen ze specyûcznymi przeciwciałami (rys. 2c). Taki test
pozwalawykrywać obecność antygenów lubmierzyć ak-
tywności enzymów.

Rys. 2. Przykładowe zastosowania zjawiska FRET w biologii: (a) schemat
hybrydyzacji DNA [24]; (b) schemat mechanizmu wzbudzenia nanokrysz-
tału oraz zjawiska FRET pomiędzy nanokryształem a barwnikiem [27];
(c) schematyczne przedstawienie wzbudzenia donora (nanokryształu) sko-
niugowanego z antygenem ze specyûcznymi antyciałami oraz barwnikiem
jako akceptorem [27]

Nanokryształy domieszkowane jonami Ln3+, po-
mimo posiadanych zalet, jednocześnie stawiają kolejne
nowe wyzwania, wymagające optymalizacji i dogłęb-
nego zrozumienia procesu transferu pomiędzy jonami
lantanowców w nanokrysztale a barwnikiem na jego
powierzchni. Podczas projektowania czujników biolo-
gicznych występuje niepożądany efekt uboczny, pole-
gający na zwiększeniu odległości D-A, będący konse-
kwencją biofunkcjonalizacji nanokryształów, która jest
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niezbędna do uzyskania możliwości obserwacji reak-
cji biologicznych. Dodatkowo pojedynczy nanokrysz-
tał może posiadać wiele (rzędu setek lub tysięcy) jo-
nów lantanowców, z których każdy może pełnić funk-
cję donora FRET. Jednak jednorodne domieszkowanie
całej objętości nanokryształu powoduje, że jony te znaj-
dują się w różnej odległości od powierzchni i znajdu-
jących się tam akceptorów. W celu wyeliminowania
tych niepożądanych cech, utrudniających realizację te-
stów biologicznych z wykorzystaniem FRET, należałoby
zwiększyć efektywność transferu FRET i czułość takich
sond przez zoptymalizowanie architektury i składu che-
micznego (rozmieszczenia aktywnych domieszek) na-
nokryształów.

Rys. 3. Architektura nanokryształów wpływa na dystrybucję jonów Ln3+

(jako donorów) oraz ich średnią odległość od akceptorów znajdujących się
na powierzchni. W celu optymalizacji architektury nanokryształów pod
kątem największej efektywności transferu energii między jonami a barwni-
kiem, można zweryûkować i zoptymalizować średnie odległości pomiędzy
D i A. Analizowane architektury pod kątem transferu energii to: (a) do-
mieszkowany rdzeń (o średnicy dc ) do nanokryształów; (b) rdzeń-płaszcz
(o średnicy rdzenia dc oraz średnicy płaszcza ds). Umieszczając domieszki
jonów D w powłoce zmniejsza się efektywną odległość D-A (rDA) [33].

Architektura typu rdzeń-płaszcz daje możliwości
różnorodnej dystrybucji jonów uczulacza oraz aktywa-
tora w nanokryształach [33], umożliwiając wprowadze-
nie zmian i optymalizację właściwości luminescencyj-
nych D oraz zwiększenie efektywności transferu do A.
Rozwiązaniem trudności napotykanych podczas obser-
wacji zjawiska FRET pomiędzyD i A, z wykorzysta-
niem nanokryształów domieszkowanych jonami lanta-
nowców, jest optymalizacja architektury oraz ich składu
chemicznego. W celu zwiększenia efektywności trans-
feru energii z D (jony Ln3+) do A (barwniki orga-
niczne), należy rozmieścić jony domieszki w równo-
miernej i niewielkiej odległości od powierzchni— opty-
malnie zbliżonej do odległosci Förstera R0. W tym celu
zamiast nanokryształu, w którym jony domieszek znaj-
dują się w całej objętości (rys. 3a), można wykorzystać
nanokryształy postaci rdzeń-płaszcz. W takim rozwią-
zaniu domieszka spełniająca rolę donora powinna zna-
leźć się tylko w zewnętrznym płaszczu, dzięki czemu
znajduje się efektywnie bliżej powierzchni niż w przy-
padku jednorodnie domieszkowanego nanokryształu

(rys. 3b). W następstwie tego średnia odległość pomię-
dzy jonami Ln3+ efektywnie się zmniejsza. Liczba jo-
nów domieszki Ln3+ może być zmieniana przez inten-
cjonalną zmianę koncentracji lub kontrolowanie grubo-
ści płaszcza. W konsekwencji zmianie ulega objętość,
w której znajdują się jony Ln3+, zgodnie z równaniem
ds − dc < dc , gdzie ds to średnica płaszcza, a dcto śred-
nica rdzenia.

2. Parametry wpływające na efektywność FRET
Wyznaczenie wartości efektywności rezonansowego
niepromienistego transferu energii pomiędzy dwoma
molekułami (η) umożliwia obliczenie odległości pomię-
dzy dwoma molekułami (rDA) ze wzoru:

ηFRET = 1 + ( rDA

R0
)

6
. (1)

Nawartość efektywności transferu energii wpływają
także takie parametry jak: dystans Förstera (R0−wzór 2),
współczynnik orientacji molekuł (κ), współczynnik za-
łamania światła (n), całka przekrywania (część wspólna
widma emisji D i widma absorpcji A) (J − wzór 3),
wydajność kwantowa �uorescencji donora (ϕD) oraz
liczba Avogadra (NA). Aby było możliwe zaobserwowa-
nie FRET, musi istnieć część wspólna widma emisji do-
nora i widma absorpcji akceptora, a jest to odwzoro-
wane przez całkę przekrywania emisji donora i absorp-
cji akceptora J. Dodatkowo, odległość między moleku-
łami nie może przekraczać kilku nanometrów, co jest
zdeterminowane odległością Förstera R0.

• R0 — odległość, przy której dla danej pary D-

A efektywność transferu energii jest równa 50%.
Wartość tego parametru jest w pierwszym przybli-
żeniu stała dla każdej pary D-A. W zależności od
rzeczywistej odległości (rDA) pomiędzy moleku-
łami zmienia się efektywność transferu zgodnie
ze wzorem 1. Odległość Förstera wyznacza się za
pomocą równania:

R0 =
⎛
⎝
(9 (ln 10) ⋅ ϕD ⋅ κ2 ⋅ J (λ))

128 ⋅ π5 ⋅ NA ⋅ n4
⎞
⎠

1
6

, (2)

gdzieNA jest liczbąAvogadra równą 6.02214⋅1023

mol−1.
• κ—współczynnik orientacji molekuł. W zależno-

ści od kąta pomiędzy ustawieniem dipola donora
D względem dipola akceptora A, wartość efektyw-
ności transferu energii może się zmieniać wraz
ze zmianą κ2 w zakresie od 0 do 4. Dla większo-
ści przypadków nieuporządkowanychmolekuł κ2

przyjmuje się stałą wartość równą 2/3 (dla równo-
ległych molekuł κ2 przyjmuje wartość między 1
a 4, dla prostopadłych κ2 = 0).
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• n — współczynnik załamania światła ośrodka,
w którym znajduja się D i A.

• J — całka przekrywania emisji donora i absorp-
cji akceptora jest wyznaczana jako całka znorma-
lizowanego widma emisji donora oraz współczyn-
nika ekstynkcji akceptora, pomnożonego przez
czwartą potęgę długości fali. Wielkość ta jest opi-
sana wzorem:

J = ∫ fD (λ) εA (λ) λ
4
dλ, (3)

gdzie fD jest znormalizowanym widmem �uore-
scencji donora, fD (λ) = FD/∫ FD (λ) dλ, FD zaś
jest widmem �uorescencji donora w funkcji dłu-
gości fali λ.

• ϕD —wydajność kwantowa donora, opisująca ile
fotonów zostało wyemitowanych w stosunku do
fotonów zaabsorbowanych (nE/nA).

Rys. 4. (a) Efektywność transferu FRET (η) w zależności od odległości
D-A; wartość odległości Förstera w funkcji parametrów ûzycznych: (b)
współczynnika załamania światła (n), (c) orientacji molekuł (κ), (d) wydaj-
ności kwantowej �uorescencji donora (ϕD), (e) całki przekrywania emisji
donora i absorpcji akceptora (J) [34].

Podane powyżej zależności są obliczone w przybliże-
niu makroskopowym. Do dalszych analiz dla pojedyn-

czych molekuł należy uwzględnić ich budowę i zasto-
sować bardziej zaawansowane techniki analizy oraz po-
miaru [34]. Zmienność powyższych parametrów i ich
wpływ na wartość odległości Förstera oraz pośrednio
na efektywność transferu energii, zaprezentowano na
rys. 4. Zależność efektywności FRET od odległości po-
między molekułami dla ustalonych wartości powyżej
opisanych parametrów została przedstawiona na rys. 4a.
Kolejne wykresy przedstawiają przykładowe zależno-
ści odległości Förstera R0od: współczynnika załamania
światła n— rys. 4b, orientacji molekuł κ2 — rys. 4c, wy-
dajności kwantowej ϕD — rys. 4d, całki przekrywania J

— rys. 4e.

Metody pomiarowe

Zjawisko FRET ujawnia się podczas pomiarów cza-
sów zaników (skracanie czasu zaniku luminescencji D
w obecności A) oraz rejestracji widm emisji (zmniejsza-
nie intensywności emisji D wraz ze wzrostem emisji A).
Efektywność transferu (η) między molekułami donora
i akceptora zależy monotonicznie od 6 potęgi odwrot-
ności odległości pomiędzy nimi (rDA) oraz odległości
Förstera (R0), zdeûniowanej jako odległość, dla której
η jest równa 50% maksymalnej efektywności dla danej
pary D-A. Wyznaczenie efektywności transferu FRET
może być zrealizowane przez pomiar emisji dla próbki
zawierającej D i A oraz porównanie z luminescencją sa-
mego D. Wraz ze zmniejszeniem odległości pomiędzy
D i A lub zwiększeniem koncentracji Amaleje intensyw-
ność luminescencjiD (ID), natomiast zwiększa się inten-
sywność emisji A (IA). Drugim sposobem wyznaczenia
efektywności transferu energii η jest pomiar czasów za-
niku luminescencji danego poziomu energetycznego D
(τD), dla którego rejestruje się coraz krótsze czasy ży-
cia luminescencji pod wpływem transferu energii FRET
do akceptora. Zmiany efektywności transferu energii z
D do A wyznacza się na podstawie intensywności (ID)
lub czasów życia luminescencji (τD) dla D względem
tych samych wartości w obecności A (oznaczonych jako
IDA, τDA). Na podstawie obserwacji powyżej opisanych
zmian oraz znajomości wartości odległości Förstera R0
można określić odległość, w jakiej znajdują się wzglę-
dem siebie donor i akceptor, a także wyznaczyć efektyw-
ność FRET (rDA). Jest to opisane równaniem:

ηFRET = 1
1+(rDA/R0)6 = 1

1+IDA/ID

= 1
1+τDA/τD

. (4)

Powyższa zależność opisuje efektywność FRET
(rys. 5c) oraz powiązanie odległości pomiędzy D i A
(rDA) z wynikami pomiarów spektroskopowych, takich



i
i

i
i

i
i

i
i

A. M. Kotulska, Försterowski rezonansowy transfer energii (FRET) — podstawy ûzyczne i zastosowania 13

Rys. 5. Odległość pomiędzy donorem (D) a akceptorem (A) rDA można
wyznaczyć na podstawie efektywności transferu FRET (η). Jest to możliwe
za pomocą pomiarów życia luminescencji poziomów energetycznych lub
widm emisji oraz znajomości odległości Förstera R0 (tj. odległości dla
danej pary D-A, dla której η = 50%) zgodnie z równaniem (4). (a) Czasy
zaników dla donora τD skracającą się wraz ze zmniejszaniem odległości
pomiędzy D i A lub zwiększaniem koncentracji akceptora. (b)Widmo emi-
sji donora (ID) maleje wraz ze wzrostem intensywności emisji akceptora
(IA). (c) Zmiana efektywności transferu w funkcji odległości pomiędzy D
i A (rDA) [34]

jak widma emisji (rys. 5b) czy czasy zaników lumi-
nescencji ze wzbudzonych poziomów energetycznych
(rys. 5a).

Podsumowanie

Zjawisko försterowskiego rezonansowego transferu
energii (FRET) pozwala na określenie odległości pomię-
dzy dwoma molekułami: donorem (D) i akceptorem
(A) energii. Odległość ta determinuje wartość efektyw-
ności transferu energii, co można wyznaczyć na podsta-
wie widm luminescencji oraz czasów zaników z danego
poziomu energetycznego. Jeżeli dwie różne biomolekuły
(przykładowo przeciwciało i antygen) są związane odpo-
wiednio z molekułami D i A, zjawisko FRET dostarcza
informacji na temat ich interakcji lub jej braku.

Zwiększeniewydajności FRETmożna uzyskać przez
dobranie odpowiedniego materiału optycznie aktyw-
nego, o odpowiednich zakresach emisji oraz absorpcji
(pod kątem długości fali wzbudzenia oraz części wspól-
nej emisji donora i absorpcji akceptora).Wmikroskopii
�uorescencyjnej obecnie najbardziej powszechnie przy
pomiarach FRET stosuje się barwniki �uorescencyjne,
które niestety pomimo powszechności ich stosowania
wykazują szereg wad.

Niepożądane cechy barwników organicznych to:
słabo oddzielone szerokie pasma absorpcji i emisji, krót-

kie czasy życia �uorescencji (co powoduje także rejestra-
cję tła pochodzącego z komórek) oraz fotowybielanie
podwpływemoświetlania laserem (co skutkuje krótkim
czasem na wykonanie pomiarów).

Rozwiązaniem tego problemu może być wybór na-
nokryształów domieszkowanych lantanowcami, wyka-
zujących wąskie, rozdzielone pasma energetyczne, dłu-
gie czasy zaniku luminescencji oraz fotostabilność.Wła-
ściwości optyczne oraz stabilność chemiczna nanokrysz-
tałów domieszkowanych jonami lantanowców są du-
żymi zaletami umożliwiającymi dalsze zastosowania od-
powiednio dobranych architektur krysztłów do badań
FRET, w tym np. zamiana barwników organicznych
jako alternatywnychmateriałów. Dystrybucja jonów do-
mieszek oraz odległość pomiędzy jonami Ln3+ a po-
wierzchnią wymusza optymalizację dobieranych struk-
tur pod kątem efektywności transferu. Zjawisko FRET
zachodzi, gdy odleglość D-A nie przekracza kilku na-
nometrów, co wymaga uwzględniania w potencjalnych
zastosowaniach odległości D-A wraz z wymiarami ba-
danych struktur biologicznych. Wybór architektury na-
nokryształu oraz jego składu będzie wpływał na dys-
trybucję jonów lantanowców oraz ich odległość od po-
wierzchni, na której mogą zostać zakotwiczone barw-
niki organiczne.

Zasady działania mechanizmu FRET dają możli-
wość jego stosowania do badań reakcji biochemicznych
w czasie rzeczywistym. Może też być z powodzeniem
stosowane do prowadzenia badań zachowania struktur
biologicznych w organizmach żywych na poziomie mo-
lekularnym.
Pokrycie powierzchni nanokryształów biomolekułami
(tzw. biofunkcjonalizacja) pozwala śledzić i zrozumieć
procesy biologiczne w czasie rzeczywistym.
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Dziedzictwo Edwina Halla
Anna Krzyżewska
Instytut Spintroniki i Informacji Kwantowej ISQI, Wydział Fizyki, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu*

Streszczenie. Niewątpliwie każdy młody adept nauk ûzycznych już na początku swojej naukowej drogi styka się
z klasycznym efektem Halla. Co więcej, każdy z nas, w mniejszym bądź większym stopniu korzystając ze zdobyczy
techniki, czasem nawet nieświadomie posługuje się urządzeniami, w których wykorzystuje się to zjawisko. Mimo, że od
odkrycia klasycznego efektu Halla minęło ponad sto lat, zagadnienie to nie jest zamkniętym rozdziałem na kartach historii
ûzyki, ale niezwykle płodną ideą, która wciąż skutkuje opisem nowych pokrewnych zjawisk. Odkrywanie nowych efektów
Halla na przestrzeni lat może być też swego rodzaju znacznikiem postępu nauki w zakresie ûzyki ciała stałego. Rozwijająca
się w niewiarygodnym tempie mechanika kwantowa oraz możliwości technologiczne pozwalające na wytwarzanie układów
cienkowarstwowych zaowocowały między innymi odkryciem kwantowego efektu Halla. Pogłębianie wiedzy z zakresu
ûzyki magnetyzmu, a w szczególności rozwój koncepcji spinu, umożliwiły wyjaśnienie mikroskopowych mechanizmów
prowadzących do anomalnego efektu Halla [12, 15] i odkrycia spinowego efektu Halla [17, 18]. Wobec powyższego nie
dziwi fakt, że współczesne trendy ûzyki ciała stałego coraz częściej zwracające się w stronę topologii „dołożyły swoje trzy
grosze” w postaci reinterpretacji anomalnego efektu Halla czy obserwacji nowych zjawisk, jak topologiczny czy nieliniowy
efekt Halla. Zatem bez wątpienia warto poznać historię i choć pokrótce prześledzić losy jednej z najbardziej owocnych
koncepcji ûzyki ciała stałego.
Celem tego artykułu jest nakreślenie wspomnianych efektów transportowych przy zachowaniu chronologii. W ich
interpretacji posługuję się głównie opisem półklasycznym, gdzie nośniki (elektrony) są traktowane jako cząstki podlegające
prawom mechaniki klasycznej. Tam, gdzie takie spojrzenie staje się niewystarczające, wprowadzam jedynie niezbędne
pojęcia z zakresu ûzyki kwantowej i topologii, które są kluczowe dla wyjaśnienia efektów hallowskich opisanych w ostatnich
latach.
Słowa kluczowe: klasyczny efekt Halla, kwantowy efekt Halla, anomalny efekt Halla, spinowy efekt Halla, nieliniowy efekt
Halla, spin, oddziaływanie spin–orbita, faza Berry’ego, niezmiennik topologiczny

Abstract. Undoubtedly, all students of physical sciences become acquainted with the classical Hall eòect at the very
beginning of their scientiûc path. Moreover, each of us uses the technology based on this phenomenon to a greater or
lesser extent without even being aware of it. Although more than one hundred years passed since the experiment of Edwin
Hall, the problem of the Hall eòect is not a closed chapter in the history of physics. Instead, Hall eòects have become
an extremely fertile idea yielding discoveries of new phenomena. One can say that the discoveries of new Hall eòects
have been over the years a kind of metric of scientiûc progress in solid-state physics. he fast development of quantum
mechanics, as well as the technological progress, allowed for the fabrication of semiconducting thin ûlms and, among
others, the discovery of the quantum Hall eòect. Advancement in the physics of magnetism, and spin physics, allowed to
explain the microscopic mechanisms responsible for the anomalous Hall eòect [12, 15] and the discovery of the spin Hall
eòect [17, 18]. It is also not surprising that in contemporary solid-state physics, strongly focusing on topological properties
of solids, one can ûnd the new members of the Hall eòect family, i.e., the topological and non-linear Hall eòect. Hence, it is
worth to brie�y review one of the most fruitful concepts in solid-state physics.
his article aims to introduce the Hall eòects while maintaining the chronology of their discovery. I mainly used a semi-
classical picture, where carriers (electrons) are treated as particles governed by the laws of classical mechanics. I also
introduced the necessary concepts of quantum physics and topology, which are crucial for explaining the Hall eòects
described in recent years.
Keywords: classical Hall eòect, quantum Hall eòect, spin Hall eòect, nonlinear Hall eòect, spin, spin–orbit interaction,
Berry phase, topological invariant

1. Klasyczny „kamień węgielny”

Początek naszej historii sięga 1879 roku, kiedy to w la-
boratorium na Uniwersytecie Johnsa Hopkinsa w Balti-
more (USA), ûzyk EdwinHerbert Hall (rys. 1(b)), pracu-
jąc nad doktoratem pod czujnym okiem swojego men-
tora Henry’ego Rowlanda, bada wpływ pola magnetycz-

*ORCID: 0000-0002-0569-780X

nego na przepływ prądu wymuszonego zewnętrznym
polem elektrycznym. Prowadząc eksperymenty na cien-
kiej płytce złota, młody naukowiec uzyskuje pierwsze
wyniki wskazujące na pojawienie się napięcia w płasz-
czyźnie prostopadłej do przepływającego prądu w obec-
ności stałego pola magnetycznego przyłożonego prosto-
padle do płaszczyzny próbki (rys. 1(a)) [1, 2]. Odchyle-
nie wiązki nośników
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Rys. 1. (a) schemat eksperymentu obrazującego klasyczny efekt Halla,
(b) Edwin Herbert Hall (fot. 1903/1904)

prądu Edwin Hall przypisał „nowej sile elektromoto-
rycznej” działającej pod kątem prostym do kierunku ze-
wnętrznego pola elektrycznego, która została później zi-
dentyûkowana jako siła Lorentza.

Badając także inne próbki metali, Hall doszedł do
wniosku, że musi istnieć pewna stała charakteryzująca
opór poprzeczny, Rx y , w danym materiale i niezależna
od jego wymiarów. Co więcej, wielkość Rx y jest wprost
proporcjonalna do wartości zewnętrznego pola magne-
tycznego, B: Rx y = RH

B

d
, gdzie d jest grubością próbki.

Przewidywania te sprawdziły się i określono stałą Halla
RH = 1

ne
, która z dobrą zgodnością jest wykorzysty-

wana przy eksperymentalnymwyznaczaniu gęstości no-
śników, n, wmetalach jednowartościowych, tj. z jednym
elektronem przewodnictwa na atom (e — ładunek ele-
mentarny)1.

Zjawisko Halla znalazło bezpośrednie zastosowanie
w praktyce w postaci czujników Halla zwanych hallo-
tronami, które służą do wykrywania i pomiaru ampli-
tudy pola magnetycznego. Ze względu na swoją odpor-
ność na zanieczyszczenia, bezdotykowedziałanie, dobrą
dokładność pomiaru i stosunkowo niewielki koszt pro-
dukcji, hallotrony są szeroko stosowane między innymi
do wykrywania elementów magnetycznych, wyznacza-
nia ich prędkości czy chociażby jako zwykłe przełącz-
niki reagujące na zmiany pola magnetycznego. Hallo-
trony, wykonane głównie z materiałów półprzewodni-
kowych, możemy znaleźć choćby w czytnikach płyt CD,
DVD, telefonach komórkowych, sprzęcie komputero-
wym, AGD czy przemyśle motoryzacyjnym (rys. 2) [3].

Przykładowo, hallotrony, jako czujniki typu on/oò,
służą do detekcji otwarcia/zamknięcia pokrywy laptopa
bądź etui czytnika czy telefonu. Wystarczy, że na jednej
powierzchni umieścimy mały magnes, a na drugiej sen-
sor Halla reagujący zmianą napięcia na obecność pola
magnetycznego w jego otoczeniu. Zamknięcie pokrywy
związane ze zbliżeniem się magnesu do czujnika spowo-

1. Stała Halla może przyjąć wartość dodatnią bądź ujemną, w zależ-
ności od tego, czy nośnikami ładunku w danym materiale są, odpo-
wiednio, dziury bądź elektrony.

Rys. 2. Szereg zastosowań czujnika Halla

duje odebranie przez czujnik sygnału o zmianie polama-
gnetycznego. Informacja ta jest przesyłana przez czuj-
nik do odpowiedniego oprogramowania, co spowoduje
reakcję w postaci przejścia urządzenia w stan uśpienia.
Taki automatyczny sposób działania pozwala zaoszczę-
dzić trochę energii. Podobnie otwarcie pokrywy będzie
skutkowało wybudzeniem się urządzenia i przejściemw
tryb gotowości do pracy.

Hallotrony są stosowane także jako czujniki pozy-
cji kątowej. Wyobraźmy sobie magnes stały w kształ-
cie walca, którego podstawa jest połączona z elemen-
temmogącymwykonywać ruch obrotowy tak, że każdy
ruch tego elementu wiąże się bezpośrednio z ruchem
obrotowym magnesu. Na magnes nałożony jest pier-
ścień pozostający w stałej pozycji, na którym znaj-
dują się równo rozmieszczone czujniki Halla. Obrót ele-
mentu ruchomego połączonego z magnesem wiąże się
ze zmianą pola magnetycznego odbieranego przez czuj-
niki znajdujące się na pierścieniu. Ruch ten przekłada
się na odpowiednie zmiany napięcia, które po przetwo-
rzeniu sygnału pozwalają na detekcję kąta obrotu. Taka
informacja może być wykorzystywana choćby w moto-
ryzacji przy wykonaniu manewru skrętu pojazdu, gdzie
elementem ruchomym jest kierownica.

Jednak, jak już wspomnieliśmy, odkrycie klasycz-
nego efektu Halla było dopiero początkiem badań nad
procesami związanymi z „poprzeczną” reakcją układu
na zaburzenie zewnętrzne (czyli prostopadłą do kie-
runku zaburzenia — przyp. red.). Pionierskie prace
EdwinaHallaw tej dziedzinie uczyniły go ojcem szeregu
zjawisk określanych dziś mianem efektów hallowskich,
takich jak: klasyczny (opisany powyżej), kwantowy, ano-
malny, spinowy czy nieliniowy efekt Halla, których
wspólnym mianownikiem jest przepływ ładunku/spinu
w kierunku prostopadłym do zewnętrznego pola elek-
trycznego.
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2. Nowa „jednostka” stała h/e2

Jest rzeczą znamienną, że niejednokrotnie piękno ûzyki
możemy docenić na poziomie mikro(nano)skopowym,
w układach o zredukowanej liczbie wymiarów, o czym
ûzycy już niejednokrotnie się przekonali analizując pro-
cesy zachodzącew ramach ûzyki kwantowej. Nie inaczej
sprawa wygląda w przypadku kwantowego efektu Halla,
gdzie zjawiska kwantowe stają się widoczne w skali
makroskopowej. Efekt ten, charakterystyczny dla ukła-
dów dwuwymiarowych, został odkryty w obecności sil-
nego pola magnetycznego, B, w temperaturach helo-
wych (T ≲ 4,2 K). Okazało się, że wraz ze wzrostem B w
pewnych zakresach wartości pola magnetycznego opór
Halla pozostaje niezmienny, a jego wartośćmożemywy-
razić poprzez wielokrotności stosunku jednej z najbar-
dziej fundamentalnychwielkości ûzycznych, tj. ładunku
elementarnego, e, i jednej z podstawowych stałych û-
zycznych — stałej Plancka, h: Rx y = h

νe2
, przy czym

ν = 1, 2, 3, . . . dla całkowitego i ν = 1/3, 2/5, 3/7, . . .
dla ułamkowego kwantowego efektu Halla. Co więcej
dla tych samych zakresów, przy których Rx y osiąga pla-

teau, opór w kierunku przyłożonego pola elektrycznego,
Rxx , zanika (rys. 3(c)).

(a)                                 (b)
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metal
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-- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- --

- - - - - - -
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R
xy

 [k
Ω]

R
xx  [kΩ
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Rxy
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Rys. 3. Kwantowy efekt Halla: (a) schemat eksperymentu obrazującego
kwantowy efekt Halla [4], (b) przekrój poprzeczny przez strukturę MOS-
FET, (c) zależność oporu podłużnego, Rxx , i poprzecznego, Rx y , od warto-
ści zewnętrznego pola magnetycznego, (d) schematyczne przedstawienie
skwantowania poziomów Landaua w silnym polu magnetycznym (sche-
mat przedstawia fragment struktury pasmowej opisanej dokładniej na
rys. 5)

Całkowity kwantowy efekt Halla możemy wyja-
śnić wykorzystując model jednoelektronowy, który za-
kłada brak oddziaływań wzajemnych pomiędzy no-
śnikami. W przypadku bardzo cienkiej próbki (rzędu

mikro(nano)metrów, gdzie długość i szerokość znacz-
nie przekraczają grubość materiału), nośniki poruszają
się swobodnie w płaszczyźnie próbki, ale mają ogra-
niczoną zdolność ruchu w kierunku do niej prostopa-
dłym, stąd mówimy, że tworzą tak zwany dwuwymia-
rowy gaz elektronowy (2DEG). W obecności pola ma-
gnetycznego prostopadłego do płaszczyzny próbki, no-
śniki uwięzione w postaci 2DEG, mogą przyjmować
jedynie pewne ściśle określone, skwantowane wartości
energii zwane poziomami Landaua. W zakresie silnych
pól magnetycznych, skwantowanie poziomów staje się
bardziej widoczne, a na każdym z poziomówmoże znaj-
dować się wiele elektronów (rys. 3(d)). Stąd liczba no-
śników o danej wartości energii (znajdujących się na
tym samym poziomie energetycznym) jest niezmienna
w pewnym przedziale wartości pola magnetycznego, B,
co objawia się stałą wartością Rx y . „Przechodzeniu” no-
śników pomiędzy poziomami wraz ze zmianą wartości
polamagnetycznego towarzyszy duże rozpraszanie ener-
gii, co uwidacznia się w postaci maksimów Rxx [4, 5].

Istnienie całkowitego kwantowego efektu Halla zo-
stało przewidziane teoretycznie w 1975 roku przez Tsu-
neyaAndo i współpracowników [6], choć zewzględu na
zastosowane założenia upraszczające (zaniedbanie de-
fektów czy wpływu kontaktów pomiędzy próbką a elek-
trodami), w eksperymentalne potwierdzenie otrzyma-
nychwynikównie do końcawierzyli nawet sami autorzy.
Sytuacja się zmieniła, kiedy pięć lat później zjawisko to
potwierdził w eksperymencie wykorzystującym tranzy-
stor krzemowy typu MOSFET (struktura metal-tlenek-
półprzewodnik) Klaus von Klitzing [7], za co otrzymał
Nagrodę Nobla z ûzyki w 1985 roku [4]. Relację h/e2
udało się odtworzyć z dokładnością rzędu 1/106, dzięki
czemu stała się ona standardem przedstawiania rezy-
stancji. Co więcej, otrzymany rezultat został potwier-
dzony także w innych materiałach (np. heterostruktu-
rach półprzewodnikowych bazujących na arsenku galu)
z różną ilością domieszek w układzie. Próbkę i sche-
mat układu do pomiaru kwantowego efektuHalla przed-
stawia rys. 3(a), natomiast przekrój przez strukturę
MOSFET (ang. Metal-Oxide-Semiconductor Field-Eòect

Transistor) ilustruje rys. 3(b).
W przypadku ułamkowego kwantowego efektu

Halla, w grę wchodzą także oddziaływania coulombow-
skie pomiędzy elektronami, co skutkuje grupowaniem
nośników w formy kwazicząstek (w niskich temperatu-
rach mówimy o powstaniu tak zwanej cieczy kwanto-

wej), prowadzącym do dodatkowego rozszczepienia po-
ziomów Landaua. Odkrycie oraz interpretacja ułamko-
wego kwantowego efektu Halla zostały uhonorowane
Nagrodą Nobla dla trzech ûzyków: Roberta Laughlina,
Horsta Störmera i Daniela C. Tsui w 1998 [8], choć
opis mechanizmu prowadzącego do niektórych otrzy-
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manych w eksperymencie wartości ułamkowych nadal
pozostaje na liście nierozwiązanych problemów z za-
kresu ûzyki ciała stałego [9].

Niska temperatura sprawia, że elektron nie mając
wystarczająco dużo energii termicznej, aby pokonać
przerwę energetyczną, pozostaje na zajmowanym przez
niego poziomie. Jednak żeby z powodzeniem myśleć
o praktycznym wykorzystaniu zjawiska, zdecydowanie
musimywyjść poza reżim temperatur helowych. Skwan-
towanie oporu poprzecznego w silnych polach magne-
tycznych (ok. 30 T) w temperaturze pokojowej udało się
zaobserwować w grafenie [10] w 2007 roku. Grafen dał
się poznać jako dość niezwykły materiał, w którym no-
śniki możemy traktować jak cząstki bezmasowe. Dzięki
temu przerwy pomiędzy poziomami Landaua są dużo
większe niż wewcześniej badanychmateriałach półprze-
wodnikowych, co pozwala na zachowanie przerwy ener-
getycznej nawet w wyższych temperaturach.

3. Rola spinu w warunkach (bez)polowych
Jak zauważyliśmy do tej pory zarówno w klasycznym,
jak i kwantowym efekcie Halla czynnikiem niezbęd-
nym do uzyskania poprzecznej (do siły wymuszającej
— przyp. red.) odpowiedzi układu była obecność ze-
wnętrznego pola magnetycznego. Postawmy sobie za-
tem pytanie, czy jesteśmy w stanie zaobserwować prąd
poprzeczny w układzie bez udziału zewnętrznego pola
magnetycznego?

Już sam Edwin Hall zdawał sobie sprawę z tego, że
w przewodniku magnetycznym, np. w żelazie (ferroma-
gnetyku) napięcie pomiędzy jego brzegami jest zdecydo-
wanie większe niż w przypadku przewodnika niemagne-
tycznego, takiego jak złoto czy srebro [11]. Fakt ten stał
się impulsem do badania wpływu magnetyzacji w ukła-
dzie na efekt Halla.

Rozważając układy magnetyczne, musimy uwzględ-
nić fakt, że elektron jest nośnikiem nie tylko ładunku,
ale także spinu. Spin elektronu może przyjmować dwa
stany, nazywane umownie spinem „w górę” (↑) i „w dół”
(↓), które oznaczamy strzałkami w przeciwnych kierun-
kach, jak na rys 4.

Ferromagnetyk wykazuje spontaniczne namagneso-
wanie, co sprawia, że wypadkowa wartość magnetyzacji
takiego materiału jest różna od zera i mamy do czynie-
nia z niejednakową liczbą nośników ze spinem ↑ i ↓. Oka-
zało się, że jeśli wywołamy przepływ prądu w niektó-
rych ferromagnetykach, to nawet bez udziału zewnętrz-
nego pola magnetycznego otrzymamy niezerowe napię-
cie hallowskie (rys. 4(a)). Zjawisko to nazwano anomal-
nym efektem Halla.

Zauważmy, że chociaż już Edwin Hall otrzymał
pierwsze wyniki sugerujące wpływ magnetyzacji mate-
riału na prąd poprzeczny w układzie, to dopiero prace

(a)

Rys. 4. Schemat eksperymentu obrazującego: (a) anomalny efekt Halla,
(b) spinowy efekt Halla oraz (c) pomiar prądu spinowego w odwrotnym
spinowym efekcie Halla (skrót SO oznacza obecność oddziaływania typu
spin–orbita w materiale)

kolejnych ûzyków, które ukazały się kilkadziesiąt lat póź-
niej, pozwoliły zrozumieć mechanizmy stojące za tym
zjawiskiem [12, 13, 14].

Co sprawia, że pomimo nieobecności siły Lorentza
zakrzywiającej tor ruchu elektronów, nośniki nie poru-
szają się wzdłuż kierunku pola elektrycznego, ale ewi-
dentnie zakrzywiają swoją trajektorię? Przyczyną ta-
kiego zachowania nośników jest obecność w układzie
oddziaływania typu spin–orbita (SO). Oddziaływanie
to pełni rolę wewnętrznego pola magnetycznego, które
działa na spin cząstki, w odróżnieniu od zewnętrz-
nego pola magnetycznego wpływającego na porusza-
jące się ładunki elektryczne. Oddziaływanie SO jest źró-
dłem m.in. procesów rozproszeniowych zależnych od
spinu. Procesy te prowadzą do sytuacji, w których w
wyniku oddziaływania elektronu z domieszką, tory ru-
chu nośników o przeciwnych spinach ulegają odchyle-
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niu w przeciwnych kierunkach. Co więcej, oddziaływa-
nie spinowo–orbitalne jest także źródłem modyûkacji
struktury pasmowej, która generuje dodatkowy wkład
do prędkości nośników, zwany prędkością anomalną. W
efekcie otrzymujemy nierównowagową akumulację no-
śników o przeciwnych spinach na krawędziach próbki,
która jest źródłem napięcia hallowskiego nawet pod nie-
obecność zewnętrznego pola magnetycznego.

Jest jeszcze jeden istotny aspekt, o którym warto
wspomnieć. Pamiętamy, że elektrony przenoszą ładunek
oraz spin, co pozwala nam mówić o prądzie ładunko-
wym, a także o prądzie spinowym spowodowanym ru-
chem elektronów. W wyniku oddziaływania typu spin–
orbita, elektrony ze spinem ↑ są odchylane w lewo, na-
tomiast elektrony ze spinem ↓ są odchylane w prawo
(rys. 4(a)). W układach ferromagnetycznych wprowa-
dzamy pojęcie spinu większościowego i mniejszościo-
wego, co w naszym przypadku oznacza, że spin ↑ jest
spinem większościowym, który wyznacza nam także
kierunek przepływu ładunku. W efekcie, oprócz po-
przecznego prądu ładunkowego otrzymujemy także po-
przeczny prąd spinowy.

W tymmomencie niemal automatycznie nasuwa się
pytanie, czy istnieje możliwość generacji prądu spino-
wego bez towarzyszącego mu prądu ładunkowego, tj.
uzyskania czystego prądu spinowego? Twierdzącej od-
powiedzi na to pytanie udzielili w 1971 roku Mikhail
Dyakonov i Vladimir Perl [16, 17], wysnuwając hipo-
tezę o możliwości konwersji prądu ładunkowego na spi-
nowy w układzie paramagnetycznym, tj. takim, w któ-
rym liczby nośników ze spinem ↑ i ↓ są identyczne.
Fakt ten sprawia, że akumulacji spinu na krawędziach
próbki nie towarzyszy napięcie hallowskie. Zjawisko to
zyskałomiano spinowego efektuHalla (rys. 4(b)) i znala-
zło potwierdzenie w eksperymencie przeprowadzonym
w układach półprzewodnikowych dopiero ponad 30 lat
później [19].

Wcielając się w rolę dociekliwego ucznia, postawmy
sobie kolejne pytanie: czy i w jaki sposób możemy zmie-
rzyć prąd spinowy? Zrealizowane koncepcje pomiaru
prądu spinowegowykorzystują odwrotny spinowy efekt
Halla [20, 21], poprzez detekcję prądu ładunkowego
wywołanego prądem spinowym. Napięcie, którego źró-
dło stanowi powstały prąd ładunkowy, jest proporcjo-
nalne do pierwotnego prądu spinowego, stąd otrzy-
mujemy informację o prądzie spinowym w układzie
(rys. 4(c)) [22].

Spinowy i odwrotny spinowy efekt Halla stwarzają
możliwość generacji i detekcji prądu spinowego w ukła-
dach niemagnetycznych, będąc tym samym cennym na-
rzędziem badawczym, umożliwiającym kontrolę spinu
bez udziału polamagnetycznego. Ponadto na podstawie
spinowego efektu Halla stworzono spinowy tranzystor

polowy, bazujący na prądzie spinowym, w odróżnieniu
od tradycyjnych tranzystorów wykorzystujących prze-
pływ ładunku [23].

4. W stronę topologii

Podobnie jak klasyczny efektHalla, także anomalny i spi-
nowy posiadają swoje kwantowe odpowiedniki. Efekty
te obserwujemy w nowej klasie materiałów— w tzw. to-
pologicznych izolatorach (rys. 5) [25].

Rys. 5. Schematyczne przedstawienie struktury pasmowej (rozkładu ener-
getycznego nośników) dla metalu, półprzewodnika, izolatora i izolatora
topologicznego. Poziom Fermiego wyznacza górną granicę obsadzenia
stanów. Obecność nośników w paśmie przewodnictwa (kolor czerwony)—
biorących udział w transporcie — sprawia, że dany materiał jest przewod-
nikiem (metal). W przypadku półprzewodnika dostarczenie do układu
niewielkiej ilości energii (np. termicznej poprzez zwiększenie temperatury)
powoduje przeskok nośników z pasma walencyjnego do przewodnictwa,
dzięki czemuwmateriale może zachodzić transport ładunku. Dla izolatora
i izolatora topologicznego przerwa pomiędzy pasmem przewodnictwa
a walencyjnym jest duża, co wskazywałoby na brak transportu w układzie.
Jednak w przypadku izolatora topologicznego 3D/2D istnienie stanów
przewodzących na powierzchni/krawędziach materiału sprawia, że mate-
riał jest przewodnikiem na powierzchni/krawędzi, pozostając we wnętrzu
izolatorem. Lupa wskazuje, że za schematycznym przedstawieniem pasma
przewodnictwa i walencyjnego jako kolorowe bloki, kryje się zbiór pasm,
których liczba i rozkład oraz ukształtowanie są specyûczne dla danego
układu

Topologia jest dziedziną matematyki, której pojęcia
zostały z powodzeniemprzeniesione na grunt ûzyki. Od
czasu przyznania Nagrody Nobla z ûzyki w 2016 roku
za teoretyczne odkrycia topologicznych przejść fazowych

i topologicznych faz materii trzem brytyjskim naukow-
com: Davidowi houlessowi, Duncanowi Haldane’owi
oraz Michaelowi Kosterlitzowi [24], koncept topologii
coraz wyraźniej odciska swoje piętno w ûzyce ciała sta-
łego. Zapewne wielu z nas słyszało o równoważności to-
pologicznej kubka i obwarzanka: mówi nam ona o tym,
że pewne cechy obiektu (tu: liczba otworów) nie ulegają
zmianie nawet przymodyûkacji innychwielkości (defor-
macji kubka, jakby był zrobiony z plasteliny), przyjmu-
jąc ściśle określone wartości. Cechy te określa się mia-
nem niezmienników topologicznych.

I tak, niezmiennikiem topologicznym w podanym
przykładzie będzie liczba dziur w badanym obiekcie: o
ile zarówno dla kubka (z uszkiem) jak i obwarzanka war-
tość tej stałej jest równa 1, o tyle dla arbuza czy wazonu
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przyjmie ona wartość 0, natomiast w przypadku torby
na zakupy czy oprawki okularowej — 2.

Przechodząc na grunt ûzyki, w ramach pojęć to-
pologii możemy wyjaśnić całkowity kwantowy efekt
Halla, gdzie stała ν jest niezmiennikiem topologicznym
(Rx y = h

νe2
), mogącym przyjmować tylko wartości z

zakresu liczb całkowitych. W przypadku ułamkowego
kwantowego efektu Halla, uwzględnienie oddziaływa-
nia coulombowskiego pomiędzy elektronami powoduje,
że stała ν może przyjmować wartości ułamkowe.

Wyjaśnienie kwantowego efektu Halla zapoczątko-
wało mariaż z topologią, która odgrywa rolę w opisie
efektów hallowskich (rys. 6). W tym miejscu jedynie
wspomnę o jej najważniejszych osiągnięciach na tym
polu.

Nowe, topologiczne spojrzenie na znane zjawiska
doprowadziło do reinterpretacji prędkości anomalnej w
anomalnym efekcie Halla, wiążąc ją z tak zwaną krzywi-
zną Berry’ego, którą, pozostając w opisie półklasycznym
i przez analogię do elektrodynamiki, możemy wyobra-
zić sobie jako siłę pola oddziałującego na cząstkę poru-
szającą sięw ramachdanego pasma/kanału n (wmodelu
jednoelektronowym, na jeden kanał/pasmoprzypada je-
den elektron).

Zatrzymajmy się na moment w tym miejscu i roz-
szerzmy nasz półklasyczny opis o interpretację kwan-
tową. Jedną z podstawowych zasad, jakimi rządzi sięme-
chanika kwantowa, jest nielokalność (pojęcie tzw. upior-
nego działania na odległość uknute przez Alberta Ein-
steina). Najprościej rzecz ujmując chodzi o to, że zja-
wiska zachodzące w jednym miejscu mają wpływ na
to, co dzieje się w innym. Innymi słowy ważne jest,
gdzie przebywała cząstka w trakcie zakreślania swojej
trajektorii.W przypadku cząstki poruszającej się w prze-
strzeni, zasada ta objawia się w postaci fazy geometrycz-

nej, którą cząstka zyskuje podczas ruchu po zamknię-
tym torze. Ze względu na to, że w obrazie kwantowym
każdą cząstkęmożemy traktować jednocześnie jako falę,
stan danej cząstki opisujemy za pomocą funkcji falowej.
Wspomniana faza geometryczna wchodzi do opisu ta-
kiej funkcji jako tak zwana faza Berry’ego. Ta z kolei jest
ściśle związana z krzywizną Berry’ego, będącą źródłem
poprzecznej składowej prędkości w anomalnym efekcie
Halla.

W układach, gdzie krzywizna Berry’ego pojawia się
na skutek niekolinearnego ułożenia spinów (spiny ato-
mów sieci nie leżą w jednej płaszczyźnie) mamy do czy-
nienia z topologicznym efektem Halla [26].

W ostatnich latach pojawiła się także koncepcja nie-
liniowego efektu Halla, w której główną rolę odgrywa
wspomniana krzywizna Berry’ego. Poznane do tej pory
efekty Halla możemy sklasyûkować jako liniowe wzglę-
dem pola elektrycznego, Rx y ∝ Ex . Nieliniowy efekt

krzywizna
Berry'ego

niezmiennik
topologiczny

anomalny EH

topologiczny EH
całkowity
kwantowy EH

nieliniowy EH

Rys. 6. Powiązanie efektów hallowskich (EH) z topologią

Halla polega na pojawieniu się poprzecznego prądu
ładunkowego proporcjonalnego do kwadratu wartości
pola elektrycznego, Rx y ∝ E2

x . Obecność nieliniowej
odpowiedzi układu została zasugerowana w 2015 roku
przez Inti Sodemana i Lianga Fu [27] i potwierdzona
w eksperymencie już cztery lata później. Efekt ten za-
obserwowano zarówno w dwuwymiarowych układach
niemagnetycznych bez udziału zewnętrznego pola ma-
gnetycznego, jak i w izolatorach topologicznych w obec-
ności polamagnetycznego przyłożonegowpłaszczyźnie
próbki [28].

Możemy teraz zapytać, czy i w jaki sposób nieli-
niowy efekt Halla mógłby zostać wykorzystany w prak-
tyce? W odróżnieniu od pozostałych efektów hallow-
skich, w przypadku nieliniowego efektu Halla potencjal-
nych zastosowań poszukajmy w obszarze związanym z
prądem zmiennym. Ze względu na to, że w odpowiedzi
na sygnał o częstotliwości f otrzymujemy poprzeczną
odpowiedź o częstotliwości 2 f , układ wykorzystujący
ten efekt mógłby działać jako generator drugiej har-
monicznej. Operując częstotliwościami giga- i teraher-
cowymi możemy z powodzeniem szukać zastosowania
w następnych generacjach sieci bezprzewodowych.

5. Bez kropki nad i

Jak widzimy, rola topologii w interpretacji efektów hal-
lowskich jest nie do przecenienia. Rzetelne przedstawie-
nie pojęć, jakimi posługuje się ta stosunkowo nowa dzie-
dzina wiedzy w kontekście ûzyki, wymaga co najmniej
osobnego artykułu. Natomiast głównym celem niniej-
szej pracy było przedstawienie mnogości zjawisk posia-
dających wspólne korzenie, a także ich interpretacja w
języku półklasycznym tam, gdzie jest to możliwe, jedy-
nie w niewielkim stopniu uchylając drzwi do świata û-
zyki kwantowej. Tym samym autorka z pełną świadomo-
ścią pozostawia czytelnika z pewnym niedosytem wie-
dzy mając nadzieję, że udało jej się rozbudzić ciekawość
skłaniającą do dalszych poszukiwań odpowiedzi na nur-
tujące pytania w zakresie przedstawionych zjawisk i ak-
tualnych zagadnień ûzyki ciała stałego.

Podziękowanie

Dziękuję Annie Dyrdał za cenne uwagi do tekstu.
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1. Wprowadzenie

To wielki zaszczyt, mówić dziś do Państwa na temat
teoretycznych odkryć dotyczących topologicznych prze-
mian fazowych i topologicznych faz materii. Jako że
główny bohater, David houless2, nie może tu wystą-
pić osobiście, my, dwaj pomniejsi bohaterowie, Duncan
Haldane i ja, zostaliśmypoproszeni, aby zastąpićDavida.
Jest to bardzo trudne zadanie. Dręczyło mnie ono przez
dłuższy czas, gdyż nie uważałem się za odpowiednią do
tego osobę. W końcu czas [dany mi na podjęcie decy-
zji]3 upłynął imusiałemprzygotować coś, co by się nada-
wało. Postanowiłem więc rozpocząć od moich pierw-
szych kontaktów z Davidem i powiedzieć, jak doszło do
tego, że w końcu wspólnie pracowaliśmy nad czymś, co
przyniosło Nagrodę Nobla. Następnie podsumuję moje
zrozumienie przełomu, jakim było zastosowanie przez
Niego topologii do klasycznej (tj. występującej nawet
w granicy ħ = 0) przemiany fazowej Bierezińskiego–
Kosterlitza–houlessa zwanej też przemianą BKT. Da-
vid pracował również nad wieloma różnymi zastosowa-
niami topologii do układów kwantowomechanicznych
i zwiazanymi z topologią zjawiskami, takimi jak kwan-
towy efekt Halla. O wkładzie, jaki David wniósł do tych
zagadnień, powie Państwu Duncan Haldane.

Po raz pierwszy ujrzałem Davida houlessa w roku
1961, gdy byłem świeżo upieczonym studentem Uniwer-

1. Nagrodę Nobla z ûzyki w roku 2016 podzielili między siebie David
J. houless, F. Duncan M. Haldane i J. Michael Kosterlitz. Artykuł
jest tekstem jednego z dwóch wykładów wygłoszonych z tej okazji
(przyp. red.).
2. David J. houless zmarł 06.04.2019 (przyp. red.).
3. Teksty w nawiasach kwadratowych dodał tłumacz z uwagi na zbyt
zwięzły, a czasemwręcz niezrozumiały język oryginału (przyp. red.).

sytetu w Cambridge. Wraz z dużą grupą ćwiczeniową
oczekiwałemna prowadzącego zajęcia zmatematyki dla
ûzyków, żeby przyszedł i nas oświecił, gdy do sali wkro-
czył jakiś młody człowiek, zdecydowanie za młody, jak
na taki zaawansowany przedmiot. Było jasne, że pomylił
sale. Ku naszemu zdumieniu stanął przed nami i zaczął
mówić o różnych skomplikowanych kawałkachmatema-
tyki, o którychwiększość grupy albo nigdywcześniej nie
słyszała, albo ich nie rozumiała. Zmiejsca stało się jasne,
że mamy do czynienia z umysłem działającym na zupeł-
nie innym poziomie, niż umysły zasiadających w audy-
torium. Moje późniejsze kontakty z Davidem tylko spo-
tęgowały to pierwsze wrażenie. Po raz drugi zetknąłem
się z nim w roku 1971 na Wydziale Fizyki Matematy-
czej Uniwersytetu w Birmingham w Anglii, gdzie traû-
łem trochę przez przypadek jako postdok zajmujący się
ûzyką wysokich energii. Po roku przeżywania frustra-
cji szukałem wtedy jakiegoś nowego problemu, którym
mógłbym się zająć, a David wprowadził mnie w nowy
świat topologii i przemian fazowych w układach dwu-
wymiarowych.

Jeśli o mnie chodzi, to moje badania wzbudzeń to-
pologicznych rozpoczęły się w roku 1970, gdy byłem zaj-
mującym się ûzyką wysokich energii postdokiem w In-
stytucie Fizyki Teoretycznej na uniwersytecie w Turynie
we Włoszech. Będąc bardzo niezorganizowaną osobą
nie zdążyłem wysłać w porę mojego zgłoszenia do kon-
kursu na stanowisko wCERNwGenewie i zostałem bez
zatrudnienia na następny rok. Po wysłaniu kilku odpo-
wiedzi na ogłoszenia o pracy znalezione w brytyjskich
czasopismach, otrzymałem stanowisko postdoka naWy-
dziale Fizyki Matematycznej uniwersytetu w Birming-
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ham w Anglii. Nie miałem ochoty jechać do Birming-
ham, które w owym czasie było dużymmiastemprzemy-
słowym w płaskim środku Anglii, w którym budowano
wiele samochodów i ciężarówek. Z pewnością nie było
to dla mnie najlepsze miejsce do życia, jednak z moją
dziewczyną zdecydowaliśmy, że będzie to lepsze niż al-
ternatywa, jaką był brak zatrudnienia. Przez pierwszy
rok pracy kontynuowałem tam pewne skomplikowane
obliczenia w ramach kwantowej teorii pola, ale przyda-
rzył mi się przykry wypadek: byłem już bliski spisywa-
nia moich obliczeń do publikacji, gdy na moim biurku
wylądował preprint grupy z Berkeley, ktoŕa zrobiła do-
kładnie to samo. Gdy taka sytuacja powtórzyła się jesz-
cze dwa lub trzy razy, straciłem wszelkie złudzenia.
W desperacji zacząłem obchodzić cały wydział w poszu-
kiwaniu jakiegś sensownego problemu z jakiejkolwiek
dziedziny ûzyki. Pojawiłem się też w gabinecie Davida
houlessa, by usłyszeć od niego o kilku nowych i tajem-
niczych pojęciach, takich jak topologia, wiry w substan-
cjach wykazujących nadciekłość i dyslokacje w dwuwy-
miarowych kryształach. Żeby było jeszcze gorzej, moja
znajomość mechaniki statystycznej była niemal zerowa,
ponieważ wcześniej nie uczęszczałem na wykład z tego
przedmiotu, uważając, że jest on nieistotny dla ûzyki
wysokich energii, którą uważałem za jedyny godny za-
interesowania dział ûzyki. Ku memu zaskoczeniu po-
mysły Davida wydały mi się sensowne i, jako nowe
i odmienne [od innych], warte rozpatrzenia. Zaczęliśmy
pracować nad problemem przemian fazowych, w któ-
rych pośredniczą defekty topologiczne; mojemu niedo-
kształconemu umysłowi wydawało się to po prostu jesz-
cze jednym zastosowaniem teoriopolowych koncepcji
i jako takim wartym, by się im przyjrzeć. Nie zdawałem
sobie sprawy ani z tego, jak nowatorskie i istotne okażą
się w nadchodzących dekadach te idee oraz ich zastoso-
wania, ani dokąd nas one zaprowadzą.

Teraz chciałbym powiedzieć, jak wydatnie David
przyczynił się do zrozumienia przemian fazowych
w układach dwuwymiarowych. Jednym z powodów za-
jęcia się przez nas takimi właśnie układami było to, że
wydawały się nam one prostsze niż układy trójwymia-
rowe. David już wcześniej zajmował się był przemia-
nami fazowymi indukowanymi przez defekty topolo-
giczne w kontekście jednowymiarowego łańcucha spi-
nów Isinga, których oddziaływanie wzajemne zanikało
[z odległością] jak 1/r2. Model taki można też rozpa-
trywać w języku defektów topologicznych lub ścian
domenowych, których oddziaływanie zmienia się jak
ln(r/a) [1]. Wcześniej David wykazał był, że w [tempe-
raturze krytycznej] Tcr namagnesowanie spada do zera
w sposób nieciągły, mimo iż nie jest to przemiana fa-
zowa pierwszego rodzaju. Efekt ten został później bar-
dziej ilościowo zbadany przez Andersona i Yuvala [2],

którzy zastosowali do niego jedną z pierwszych wersji
grupy renormalizacji. Praca ta w istotny sposób wpły-
nęła na nasze myślenie o przemianach fazowych indu-
kowanych przez defekty, gdyż zainspirowała nas do szu-
kania innych układów, w których występują punktowe
defekty topologiczne, a ich oddziaływania wzajemne
zależą od odległości w sposób logarytmiczny. Przykła-
dami takich defektów są punktowe wiry w błonach two-
rzonych przez atomy 4He, w błonach nadprzewodzą-
cych oraz punktowe dyslokacje w dwuwymiarowych
kryształach. To z kolei doprowadziło nas do zastosowa-
nia do takich układów modelu gazu coulombowskiego.
Ci z Państwa, którzy zwracają uwagę na szczegóły mogą
jednak uważać, że analogia ta ma poważną wadę, gdyż
nasz wyjściowy jednowymiarowy układ jest różny od
innych układów, które można traktować jak gaz co-
ulombowski w dwóch wymiarach. Powodem, dzięki
któremu [analogia] z gazem coulombowskim jednowy-
miarowego układu z oddziaływaniem logarytmicznym
działa, są nałożone [na ten układ takie] więzy wymu-
szające, że ładunki (lub ściany domen) rozmieszczone
wzdłuż linii mają naprzemienne znaki. Jeśli więzy te zo-
stałyby zniesione, przemiana fazowa by znikła. Oczywi-
ście nie jest to pierwszy przypadek, gdy poprawna kon-
kluzja została wyprowadzona z błędnych przesłanek.

Jako że standardowymmodelem dwuwymiarowego
kryształu jest taki układ cząsteczek, że znajomość
położenia jednej z nich wyznacza poprzez równość
r(n,m) = n e1 + m e2 (n,m = 0,±1,±2, . . .±∞,
a e1 i e2 są dwoma fundamentalnymi wektorami
sieci) położenia wszystkich pozostałych, pierwszą rze-
czą, jaką musieliśmy zrozumieć, była rola długozasię-
gowego uporządkowania w kryształach i substancjach
nadciekłych. Problemem jest tu argument Paierlsa [3, 4],
który mówi, że w dwuwymiarowym ciele stałym długo-
zasięgowe uporządkowanie nie jest możliwe, ponieważ
wzbudzenia fononowe o niskich energiach powodują,
iż w układzie o wymiarach L × L średnie kwadratowe
wychylenie cząsteczek z ich położeń równowagi rośnie
logarytmicznie wraz ze wzrostem rozmiaru L układu.
Poglądowo dwuwymiarowy kryształ można sobie wy-
obrazić jako płaski elastyczny arkusz, na którym zazna-
czona jest sieć punktów reprezentujących atomy lub czą-
steczki kryształu. Rozciągnijmy teraz, nie rozdzierając
go, jedne obszary tego arkusza, a inne ściśnijmy repre-
zentując w ten sposób gładkie, elastyczne odkształce-
nia kryształu. W oczywisty sposób punkty (cząsteczki)
oddalą się znacznie (w rzeczy samej o odległości pro-
porcjonalne do

√
ln L) od swoich wyjściowych położeń,

choć struktura sieci pozostanie zachowana. Ścisły do-
wód niewystępowania długozasięgowego uporządkowa-
nia takiego rodzaju został podany przez Mermina [5].
Podobne argumenty pokazują, że spontaniczne nama-
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gnesowanie nie występuje w dwuwymiarowym magne-
tyku Heisenberga [6] oraz że wartość oczekiwana para-
metru porządku charakteryzującego nadciekłość dwu-
wymiarowej cieczy Bosego jest równa zeru [7].

Zgodnie z tym, co się na początku lat siedemdziesią-
tych powszechnie uważało, oznaczało to, iż [w układach
dwuwymiarowych] przemiania fazowa do stanu upo-
rządkowanego nie może zachodzć w żadnej skończonej
temperaturze, gdyż stan uporządkowany po prostu nie
istnieje! Ta drobna sprzeczność nas jednak nie powstrzy-
mała: Davida— bo rozumiał on subtelność zagadnienia
i był w stanie dostrzec wyjście z pozornej sprzeczności,
a mnie — bo zbyt mało wiedziałem, aby w ogóle zda-
wać sobie sprawę, że jakaś sprzeczność istnieje. Patrząc
z perspektywy, zrozumiałem, że wyjątkowo czasami by-
cie nieświadomym tego, iż jakiś problem jest nierozwią-
zywalny pozwala posuwać się do przodu i rozwiązać go
mimo to. Na szczęście dla mnie była to właśnie jedna
z takich sytuacji. Oczywiście pomogło nam też to, że
były pewne numeryczne i eksperymentalne dowody wy-
stępowania przemian fazowych do bardziej uporządko-
wanej fazy niskotemperaturowej w dwuwymiarowych

Ryc. 1. Na osi poziomej odłożona jest miara całkowitej gęstości powierzch-
niowej zaadsorbowanej błony, a na osi pionowej wielkość −∆ f będąca
miarą zaadsorbowanej masy, która odłączyła się od oscylującego podłoża.
Przedruk za zgodą z pracy M. Chestera, L.C. Yanga i J.B. Stephensena Phys.
Rev. Lett. 31, 211 (1972) [© by APS]

kryształach [8, 9], bardzo cienkich błonach tworzonych
przez atomy 4He [10, 11] i w dwuwymiarowych mo-
delach magnetyków [12, 13, 14]. Najbardziej przekony-
wującym nas dowodem eksperymentalnym był wykres
przedstawiony na ryc. 1. Pokazana jest na nim zależność
obniżenia ∆ f częstości rezonansowej f kryształu od po-
wierzchniowej gęstości masy zaadsorbowanej na jego
powierzchni błony utworzonej z 4He. Odchylenie tej za-
leżności od linii prostej świadczy o pojawieniu się stanu
nadciekłego. Jest jasne, że gdy gęstość ρs(T) zaadsor-
bowanej masy wzrasta, w dwuwymiarowej błonie za-
chodzi gwałtowna przemiana; przypuszczalnie gęstość
ρs(T) masy ma przy tym skończoną nieciągłość. Takie
zachowanie wydawało się bardzo dziwne, gdyż zgodnie
z powszechną wiedzą przy przechodzeniu do fazy upo-
rządkowanej gęstość ρs powinna była narastać w sposób
ciągły od zera. Wymagało więc ono wyjaśnienia, które
musiało być oczywiście różne od tego, co było wcześniej
znane.

2. Przełom
Rozwiązanie tej zagadki jest takie, że w niektórych
układach dwuwymiarowych może istnieć bardziej sub-
telny typ uporządkowania, nazywany uporządkowa-
niem topologicznym. Najprostszym przykładem [ta-
kiego układu] jest ferromagnetyk Isinga tworzony przez
zbiór spinów Sa = ±1 umieszczonych w węzłach D-
wymiarowej sieci kubicznej. Reguły mechaniki staty-
stycznej są następujące: (i) każda konûguracja o ener-
gii E układu może wystąpić z prawdopodobieństwem
exp(−E/kBT), (ii) należy obliczyć funkcję podziału
Z(T) = ∑konfig. exp(−E/kBT), w której zawarta jest
cała potrzebna informacja o termodynamice układu.
Najbardziej prawdopodobnymi wzbudzeniami są więc
te o niskich energiach. To one są odpowiedzialne za
niewystępowanie prawdziwego długozasięgowego upo-
rządkowania, ale poza tym nie mają żadnych innych
konsekwencji. Aby mówć o niszczeniu stanu nadciekło-
ści albo o topieniu się dwuwymiarowego kryształu mu-
simy uwzględnić bardzo mało prawdopodobne defekty
topologiczne o wysokich energiach. Takimi defektami
są w nadcieczy wiry, a w krysztale dyslokacje [15, 16, 17].
Trzeba tu zauważyć, że podobne idee proponował już
niecowcześniej Bierieziński [18, 19], ale kiedy pracowali-
śmy nad tym zagadnieniemnie wiedzieliśmy o tym. Z ja-
kiegoś powodu nasza praca przyciągnęła więcej uwagi
niż ta Bieriezińskiego.

Można oczywiście zadać pytanie, jaki związek ma
topologia, która jest badaniem sfer mających N dziur,
z układami, którymi się zajmowaliśmy i które wszyst-
kie są płaskimi jednospójnymi dwuwymiarowymi po-
wierzchniami nie mającymi żadnych dziur. Topologia,
z której korzystamy jest wyznaczana przez ûzykę układu
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i energie jego konûguracji. Przemiany fazowemożna so-
bie wyobrażać jako przejście [układu] od konûguracji
należącej do jednego sektora topologicznego do konû-
guracji należącej do innego sektora; sektory te są zdeû-
niowane przez wartości pewnych niezmienników topo-
logicznych. Rolę topologii można omówić porównując
dwuwymiarowy magnetyk tworzony przez mające po-
stać płaskich rotatorów [klasyczne] spiny o dwóch skła-
dowych (tzw. model płaskich rotatorów) zmodelemHe-
isenberga, w którym spiny mają trzy składowe. Stan i-
tego płaskiego rotatora można zadać pisząc

si = (s ix , s i y) = s (cos ϕ i , sin ϕ i) ,
Ψi = s ix + is i y = s e

iϕ ,

gdzie s jest wartością bezwzględną spinów, przyjmo-
waną zwykle za jednostkową. Rozpatrzmy teraz duży
układ o rozmiarach Lx × Ly narzucając nań tzw. pe-
riodyczne warunki brzegowe (podobne rozumowanie
można przeprowadzić także w przypadku innych wa-
runków brzegowych). Kierunek namagnesowania w ja-
kimś obszarze jest w przypadku modelu płaskich rota-
torów wyznaczony przez kąt ϕ, który zmienia się wolno
z położeniem.Mimo iż wartość tego kąta �uktuuje w du-
żym zakresie, jeśli układ jest duży, liczba wielokrotności
2π, o jaką kąt ϕ zmienia się wzdłuż drogi obiegającej
cały układ4 jest topologicznym niezmiennikiem: liczby
nx i ny dane przez

1
2π∫

Lx

0
dx

∂ϕ

∂x
= nx ,

1
2π∫

L y

0
dy

∂ϕ

∂y
= ny ,

deûniują [więc] poszczególne stany metastabilne
układu. Przejścia od jednego stanu metastabilnego do
drugiego mogą zachodzić tylko wtedy, gdy para wir-
antywir utworzy się, rozdzieli i zniknie wskutek rekom-
binacji po obiegnięciu układu dookoła przez wir lub
antywir. Proces ten powoduje zmianę nx lub ny o jed-
ność; takiej zmianie stara się jednak zapobiec bariera
energetyczna, której wysokość jest proporcjonalna do
logarytmu rozmiarów układu.

Analogiczny dwuwymiarowy układ, składający się
ze spinów mających po trzy składowe

si = (s ix , s i y , s iz)
= s (sin θ i cos ϕ i , sin θ i sin ϕ i , cos θ i) ,

nazywa się modelem Heisenberga. Wielkość taka jak

4. To znaczywzdłuż drogi biegnącej od jednej krawędzi do przeciwle-
glej; ponieważ narzucone są periodyczne warunki brzegowe, można
uważać, że spiny tworzą sieć na torusie — wtedy taka droga obiega
torus dookoła (przyp. tłum.).

(1/2π) ∫
Lx
0 dx (∂ϕ/∂x) nie jest w tym przypadku topo-

logicznym niezmiennikiem. Każda zmiana o 2π kąta
azymutalnego ϕ wzdłuż drogi obiegającej cały układ
może być zlikwidowana przez ciągłą zmianę kąta biegu-
nowego θ. W rzeczy samej konûgurację dwuwymiaro-
wego modelu Heisenberga charakteryzuje tylko jeden
niezmiennik topologiczny

N = 1
4π∫

dxdy sin θ (∂θ

∂x

∂ϕ

∂y
− ∂θ

∂y

∂ϕ

∂x
) ,

przyjmujący wartości całkowite N = 0,±1,±2, . . .
Jeśli traktujemy kierunek namagnesowania w każ-

dym punkcie dwuwymiarowej powierzchni jak odwzo-
rowanie tej przestrzeni w powierzchnię sfery jednost-
kowej, to niezmiennik N zlicza, ile razy przestrzeń
„nawija się” na tę sferę. Niezmiennik ten nie ma żad-
nego znaczenia w mechanice statystycznej, bo wyso-
kość bariery energetycznej rozdzielającej konûguracje
o różnych jego wartościach jest [tylko] rzędu jedno-
ści. Między różnymi sektorami topologicznymi (cha-
rakteryzowanymi różnymi wartościami liczby N) nie
istnieje więc [praktycznie] żadna bariera, czego kon-
sekwencją jest brak stanu uporządkowanego dwuwy-
miarowego magnetyka Heisenberga o n = 3 (n ozna-
cza liczbę składowych spinu); w przypadku zaś dwu-
wymiarowego modelu płaskich rotatorów sektory to-
pologiczne charakteryzowane wartościami nx i ny są
rozdzielone nieskończoną [w granicy nieskończonego
układu, tj. w tzw. granicy termodynamicznej] barierą
energetyczną, czego konsekwencją jest występowanie
przemiany fazowej, gdy �uktuacje zmieniają konûgura-
cję [dużego, ale skończonego] układu z należącej do jed-
nego sektora topologicznego na należącą do innego.

Można to zilustrować pokazując, jak konûgura-
cję [spinów trójskładnikowego modelu Heisenberga]
o N = 1 da się w sposób ciągły zdeformować do kon-
ûguracji o N = 0. Prostym przykładem konûguracji o
N = 1 jest taka, w której kąt θ jest ciągłą funkcją zmien-
nej r =

√
x2 + y2 i zmienia się od θ = 0 w r = 0 do θ = π

przy r = a i pozostaje równy π, gdy r > a. Kąt ϕ jest
dany przez ϕ(x , y) = arctg(y/x). Energia takiej konû-
guracji, w ktárej kąt θ zmienia się wolno z położeniem,
jest równa

E = 1
2
Js

2∫ dxdy [(∇θ)2 + sin2
θ (∇ϕ)2]

= π Js
2∫

a

0
dr r [(dθ

dr
)

2
+ sin2

θ

r2
] .

Nawet jeśli kąt θ zmienia się pomiędzy r = 0, a r = a
liniowo, energia E pozostaje skończona i nie zależy od
a. Oczywiście powyższy wzór na energię E przestaje być
słuszny, gdywartość a jestmała, ale wtedy liczba spinów
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mieszczących się w kole o promieniu a jest mała, więc
każda bariera energetyczna [z nimi związana] nie może
być wysoka i wartość topologicznego niezmiennika N

może zostać zmieniona przezmałe �uktuacje termiczne.
Konkluzja jest więc taka, że przy skończonych [niezero-
wych] temperaturach uporządkowane stany dwuwymia-
rowego modelu płaskich rotatorów i pokrewnych mu
modeli mogą istnieć, a stany uporządkowane trójskład-
nikowego modelu Heisenberga nie mogą.

Zgadza się to z wynikami obliczeń numerycznych
[14], późniejszymi wynikami uzyskanymi przez Polia-
kowa za pomocą grupy renormalizacji [20] i ekspery-
mentamiwykonanymi dla nadcieczy [10, 11]. Zauważmy
też, iż obliczenia Poliakowa zostały wykonane przy ogra-
niczeniu się do pojedynczego sektora topologicznego o
N = 0, tak że oba argumenty niezależnie potwierdzają
niewystępowanie przemiany fazowej w dwuwymiaro-
wym modelu Heisenberga.

3. Wiry w dwuwymiarowym modelu
płaskich rotatorów

Rola jaką defekty topologiczne odgrywają w przemia-
nach fazowych zachodzących w układach dwuwymiaro-
wych została przez nas przedyskutowana w pracy [15]
z 1972 roku, w której podaliśmy argument oparty na
energii swobodnej defektu. Energię swobodną układu
płaskich rotatorów oraz energię błony utworzonej z nad-
cieczy można zapisać wzorem

H

kBT
= K0(T)

2 ∫
d2r
a2
0

(∇θ(r))2 ,

w którym a0 jest stałą sieci lub jakąś skalą mikroskopo-
wego obcięcia, a

K0(T) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

J/kBT płaskie rotatory,
ħ2ρ0s (T)/m2kBT błona z nadcieczy.

(1)

J jest tu tzw. energią oddziaływaniawymiennego dwóch
sąsiednich spinów o jednostkowej długości, tak więc

H[{s}] = J

2 ∑
⟨r,r′⟩

[s(r) − s(r′)]2

= J ∑
⟨r,r′⟩

[1 − cos(θ(r) − θ(r′))].

W przypadku błony utworzonej z 4He

H = 1
2∫

d2r
s20

ρ
0
s (T , r)v2

s ,

gdzie vs = (ħ/m)∇θ jest prędkością przepływu nad-
cieczy, θ(r) jest fazą parametru porządku ψ(r) =
∣ψ(r)∣ exp(iθ(r)) charakteryzującego nadciecz, a ρ0s (r)
jest zależną od położenia niezrenormalizowaną gęsto-
ścią nadcieczy. Gęstość ta jest równa zeru w rdzeniu

wirów, a w pozostałych miejscach jest stała. Okazuje
się, że jej dokładna zależność od położenia jest nie-
istotna, bo konsekwencje ma tylko fakt, że rdzeń każ-
dego wiru wnosi pewną skończoną energię Ec . Powód
ûzyczny tego jest taki, że na utworzenie się rdzenia wiru
potrzebny jest pewien wydatek energii swobodnej, bo
rdzeń jest miejscem, w którym parametr porządku cha-
rakteryzujący nadciecz zeruje się. Możemy teraz zoba-
czyć, jak pojawia się tu topologia: każdy wir jest równo-
ważny dziurze w [dwuwymiarowej] powierzchni; nad-
ciecz pokrywa więc dwuwymiarową powierzchnię, ma-
jącą pewną liczbę otworów i ∮c dθ = 2πn [(całka po za-
mkniętej krzywej otaczającej otwór)], tak iż wir można
nazwać topologicznym defektem.

Ponieważ energia wzajemnego oddziaływania każ-
dej pary wirów zależy od ich odległości logarytmicznie,
hamiltonian takiego układu

H

kBT
= −πK0(T) ∑

R,R′
n(R)n(R′) ln(∣R −R′∣

a
)

− ln y0∑
R

n
2(R) ,

jest dokładnie hamiltonianem elektrycznie obojętnej
plazmy coulombowskich ładunków. Można też ograni-
czyć się do rozpatrzenia tylko najmniejszych wartości
n = 0,±1 ładunku, gdyż [przyczynki wnoszone przez
konûguracje] owiększej jegowartości są tłumione przez
wyższe potęgi parametru y0 = exp(−Ec/kBT) ≪ 1 zwa-
nego lotnością. Nasza pierwsza próba otrzymania roz-
wiązania tak postawionego problemu polegała na roz-
patrzeniu pojedynczego odizolowanego wiru o jednost-
kowym krążeniu w układzie o rozmiarach L × L. Ponie-
waż wir ma energię ∆E/kBT = πK0(T) ln(L/a) i entro-
pię ∆S = kB ln(L2/a2), jego energia swobodna wynosi
∆F = ∆E − T∆S = kBT(πK0(T) − 2) ln(L/a). Przy ni-
skiej temperaturze T takiej, że 2kBT < πJ, ∆F → ∞
i prawdopodobieństwo P ∝ exp(−∆F/kBT) powstania
wiru dąży do zera, natomiast gdy 2kBT > πJ, prawdopo-
dobieństwo to dąży do jedności i [wukładzie] powstanie
skończona gęstość swobodnych wirów. Zdaliśmy sobie
sprawę zDavidem, żemożemy charakteryzować plazmę
tworzoną przez n coulombowskich ładunków q = +1
i n ładunków q = −1 wprowadzając zależną od od-
ległości funkcję dielektryczną є(r) tak, by siła działa-
jąca pomiędzy parą ładunków próbnych rozdzielonych
na odległość r była równa 2πK0/rє(r) = 2πK(r)/r.
Energia [oddziaływania] takiej pary jest równa E(r) =
∫

r

a
dr′K(r′)/r′ = U(r) ln(r/a). Samozgodne równanie

na K(l) ≡ K(r = e l) przybiera wtedy postać

K
−1(l) = K

−1(0) + 4π3
y
2
0 ∫

l

0
dl

′
e
4 l ′−2πU(l

′
) .

To samozgodne równanie całkowe na efektywną ener-
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gię oddziaływania [15] wyprowadzili Kosterlitz i ho-
uless [16].

Jest jasne, iż przejście od fazy, w której występują
związane dipole, do fazy, w której ładunki są swobodne,
będzie zachodzić, gdy πK(∞) = 2. Żeby jednak wyzna-
czyć zachowanie się układu przy temperaturach bliskich
temperaturze krytycznej Tcr, konieczne jest rozwiązanie
samozgodnego równania na K(l) i to było tu głównym
problemem. Kosterlitz i houless dokonali niestety nie-
potrzebnego przybliżenia, zastępując U(r) przez K(r)
i znaleźli samozgodne rozwiązanie naK(r) [w tymprzy-
bliżeniu]. Przybliżenie było uzasadnione tym, żeU(r)−
K(r) ≪ 1, niemniej jednak dało niepoprawny wynik.
Właściwe podejście podał Young [21]. Pokazał on, że
równanie otrzymane przez Kosterlitza i houlessa jest
równoważne równaniom grupy renormalizacji Koster-
litza [17]:

dK−1

dl
= 4π3

y
2 +O(y4) ,

dy

dl
= (2 − πK) y +O(y3) .

Co godne podkreślenia, powyższe przybliżone (przez
ograniczenie do najniższego rzędu w parametrze lotno-
ści y wiru) równania grupy renormalizacji w sposób
nieunikniony przewidują ściśle, wartość eksperymental-
nie mierzalnej wielkości. Otrzymywane z nich trajekto-
rie przebiegane5 przez parametry K i y pokazano na
ryc. 2. Jeśli liczby wyznaczone eksperymentalnie są inne

I  C>0, t<0

II C 0, 0 t 8 Πy0

III  C>0,  t 8 Πy0

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.00
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0.06

0.08

0.10

K

y

Ryc. 2. Dawane przez podane w tekście równania grupy renormalizacji bie-
gnięcie parametrów dwuwymiarowego modelu płaskich rotatorów. Należy
zauważyć, że gdy T ≤ Tcr , y(∞) = 0, a K−1(∞) = π/2.

5. W języku grupy renormalizacji mówi się o „biegnięciu” parame-
trów K i y (przyp. tłum.).

niż przewidziane teoretycznie, to albo eksperyment jest
błędny, albo błędna jest cała teoria. Kluczowy ekspery-
ment zostałwykonany przez Bishopa i Reppy’egow roku
1978 [23]. Ku naszej wielkiej uldze i zadowoleniu teore-
tyczne przewidywanie [24]

ρR
s (T−

cr)
Tcr

= 2m2kB

πħ2 = 3, 491 × 10−8 g cm−2
K
−1

zostało potwierdzone doświadczalnie [23, 25]. Dane
pochodzące z kilku różnych eksperymentów [26–30]
przedstawiono na ryc. 3. Jest interesujące zauważyć, iż
dane eksperymentalne zostały otrzymane i wykreślone
zanim autorzy dowiedzieli się o naszym przewidywa-
niu. Można więc uznać je za doświadczalne potwierdze-
nie słuszności teorii BKT (Bierezińskiego–Kosterlitza–
houlessa).

Ryc. 3. Nieciągłość gęstości ρs(T−) nadcieczy jako funkcja temperatury
otrzymana z doświadczeń z trzecim dźwiękiem i skrętnościowymi oscy-
lacjami. Ciągła linia pokazuje przewidywanie teorii statycznej. Wykres
przedrukowany za pozwoleniem z pracy D.J. Bishopa i J.D. Reppy’ego Phys.

Rev. Lett. 40, 1727 (1978) [© by APS]

4. Topienie sią dwuwymiarowych kryształów

Gruntowne eksperymentalne badanie zjawiska topie-
nia się dwuwymiarowego [kryształu] zostało przepro-
wadzone przez grupę Mareta [32, 33, 34]. Uzyskane
ilościowe [dane] zgadzają się z wykorzystującą topo-
logiczne defekty teorią topienia się dwuwymiarowych
kryształów podaną przez Younga, Halperina i Nelsona
[35, 36]. Teoria ta wychodzi od wyrażenia

F = 1
2∫

d
2r (2µ0u

2
i j + l u

2
kk) ,

u i j =
1
2
(∂u i

∂r j

+
∂u j

∂r i
) ,

w którym u i j jest tensorem naprężeń, a u i jest polem od-
kształceń, na liniową sprężystość trójkątnej sieci, która
w dwóch wymiarach jest typową strukturą sieciową.
Tensorowe pole naprężeń u i j można rozłożyć na część
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regularną ϕ i j i część osobliwą u
sing
i j

(r), która jest skut-
kiem istnienia dyslokacji [37]. Dyslokacje charaktery-
zuje całka

∮
C

du = a0b(r) = a0 (n(r) ê1 +m(r) ê2) ,

z wektora u(r) odkształcenia obliczona po krzywej C
obejmującej topologiczny defekt lub dyslokację. b(r)
jest tu bezwymiarowym wektorem Burgersa, a0 jest
stałą sieci krystalicznej, a n i m są liczbami całkowitymi.
W ramach teorii sprężystości wykorzystującej przybliże-
nie continuum można pokazać [36], że

u
sing
i j

(r) = 1
2
( 1
2µ

є i kє j l

∂2

∂rk∂r l
− λ

4µ(λ + µ)
δ i j∇2)

× a0∑
r′
bmGm(r, r′) ,

Gm(r, r′) = −K0

4π

2
∑
n=1

єnm(r − r
′)n [ln(

∣r − r′∣
a

) + C] .

Otrzymuje się stąd wzór na energię zbioru dyslokacji
wyrażoną przez wektory Burgersa b(r):

HD

kBT
= −K0(T)

8π ∫ d
2rd2r′(b(r)⋅b(r′) ln ∣r − r′∣

a

− [b(r)⋅(r − r′)][b(r′)⋅(r − r′)]
(r − r′)2 ).

Wnaszej pracy pominęliśmy drugi członw tymwzo-
rze przyjmując, że jest on mniej istotny niż wyraz z lo-
garytmem. Był to nieszczęśliwy błąd. Został on napra-
wiony przez Halperina i Nelsona, którzy przewidzieli
istnienie obecnie słynnej heksatycznej fazy płynu o sze-
ściokrotnej symetrii orietacyjnej.My przyjęliśmy, że roz-
dzielanie się dyslokacji prowadzi do powstania izotropo-
wego płynu bezpośrednio, co jak terazwiadomo, jest nie-
prawdą. Proces topienia się dwuwymiarowych kryszta-
łów przebiega w dwóch etapach. Przy temperaturze Tm
kryształ topi się przez rozdzielanie się dyslokacji prze-
chodząc w heksatyczny płyn i dopiero przy temperatu-
rze Ti > Tm zachodzi przemiana, w której algebraiczny
porządek ukierunkowania zostaje zniszczony przez roz-
dzielanie się dysklinacji, co prowadzi do oczekiwanej
przy wysokiej temperaturze fazy izotropowego płynu
[35, 36].

Przewidywania tej teorii są podobne do przewi-
dywań dotyczących błon tworzonych przez nadciekły
4He. Odpowiedni skok zrenormalizowanego (tj. mierzo-
nego) modułu Younga jest dany wzorem

K̃R(T−
m) = lim

T→T−m

4µ̃R(T) (µ̃R(T) + λ̃R(T))
2µ̃R(T) + λ̃R(T)

= 16π .

µ̃R(T) jest tu wartością zrenormalizowanej wielkości
µ/kBT . Jednym z interesujących, choć niesprawdzal-

nych eksperymentalnie przewidywań tej teorii jest funk-
cja struktury

S(q) = ⟨∣ρ(q)∣2⟩ = ∑
r
e
iq⋅r ⟨e iq⋅(u(r)−u(0))⟩ ,

[która determinowałaby] rozpraszanie promieni X [na
dwuwymiarowymkrysztale]. Niema ona braggowskich
maksimów typu funkcji delta; zamiast tego ma maksi-
mum wyrażające się wzorem

S(q) ∼ ∣q −G∣−2+ηG(T) ,

ηG(T) = kBT ∣G∣2

4π
3µR(T) + λR(T)

µR(T)(2µR(T) + λR(T))
.

Widać, że przy małych wartościach ∣G∣ ta funkcja staje
się nieskończona, gdy q = G. Przewidywany kształt
funkcji struktury, która by była mierzona przez rozpra-
szanie promieni X, jest więc taki jak pokazany na ryc. 4.
Jest to jedno z charakterystycznych przewidywań dyslo-
kacyjnej teorii topnienia. Niestety nie można go zwery-
ûkowć eksperymentalnie, gdyż aktualnie dostępne roz-
miary układów i ich jakość nie są jeszcze wystarczające.

Ryc. 4. Schematyczny wygląd funkcji struktury S(q) dwuwymiarowego
kryształu. Gdy T ≤ Tm jest ona rozbieżna przy małych wartościach ∣G∣,
jak ∣q−G∣−2+ηG ; przy dużych zaś wartościach ∣G∣ma „dziubki”, czyli skoń-
czone nieciągłości pochodnej. Gdy T > Tm , wszystkie jej maksima mają
skończoną wysokość, a wysokość maksymalna jest równa ∼ ξ

2−ηG
+
(T).

Wykres przedrukowany za zgodą z pracy [34] [© by CUP]6

Jednym z głównych mierzalnych przewidywań dys-
lokacyjnej teorii topnienia jest wartość zrenormalizowa-
nego (tj. mierzalnego) modułu Younga. Zgodność teo-
rii i danych doświadczalnych pokazana na ryc. 5 jest
tu godna uwagi. Choć przewidywania tej teorii otrzy-
mano już w latach siedemdziesiątych [35, 36], to po-
miary [31, 32] zostały wykonane dopiero kilka dziesię-
cioleci później z powodu trudności w zrealizowaniu od-
powiednich układów eksperymentalnych. Układy dwu-
wymiarowe są bowem — ogólnie rzecz ujmując — bar-
dzo podatne na zaburzenia pochodzące od podłoża[, na
którym są one realizowane], a którego wpływu teoria
nie uwzględnia.

6. Redakcja PF przeprasza za nie najlepszą czytelność niektórych ele-
mentów rycin w tym artykule— takiej jakości ilustracje zawiera ory-
ginalny wykład udostępniony przez Nobel Foundation.
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Ryc. 5. Moduł Younga KR(T) jako funkcja odwrotności efektywnej tem-
peratury Γ. Linia ciągła jest otrzymanym przez Halperina i Nelsona prze-
widywaniem teorii dyslokacyjnej; punkty są wynikami doświadczalnymi.
Przedruk za zgodą z J. Phys. Condens. Matter. 17 (2005) S3579-S3586 doi:
10.1088/0953-8984/17/45/051 [© by IOP, 2005]

W naszych oryginalnych pracach rozpatrywaliśmy
topienie się kryształów, ale nie przedyskutowaliśmy fazy
płynnej modelowanej za pomocą periodycznej sieci
o odpowiedniej koncentracji swobodnych dyslokacji.
Ciało stałe o periodycznej strukturze może wykazywać
dwa rodzaje uporządkowania: uporządkowanie transla-
cyjne i uporządkowanie kierunkowe charakteryzujące
orientację osi kryształu. Odpowiadajacymi im parame-
trami porządku są gęstość ρ(r) i kierunkowy parametr
porządku ψ6(r):

ρ(r) = ρ0(r) +∑
G

∣ρG(r)∣ e iG⋅u(r) ,

ψ6(r) = exp(6iθ(r)) .

Defektami topologicznymi są (i) dyslokacje odpowie-
dzialne za topienie się ciała stałego polegające na przej-
ściu do fazy uporządkowanego heksatycznego płynu
oraz (ii) dysklinacje (wiry) odpowiedzialne za przejście
do fazy wysokotemperaturowej, którą jest płyn izotro-
powy [35, 36].

Teoria ta została opracowana przez Younga [35]
oraz przez Halperina i Nelsona [36]. Daje ona bar-
dzo szczegółowe przewidywania, które zostały potwier-
dzone przez eksperyment [31, 32]. Podsumowuje je wy-
kres pokazany na ryc. 5. Jednym z najbardziej czułych
testów tej teorii są, jak dotąd, wyniki Kapfera i Krau-
tha [38], którzy wykonali wielkoskalowe symulacje
uwzględniające 106 cząstek oddziałujących wzajemnie
za pośrednictwem odpychającego potencjału V(r) =
є(σ/r)n . Ustalili oni, że w przypadku potencjałów dłu-
gozasięgowych (o n < 6) topienie się kryształu rze-
czywiście zachodzi tak, jak to przewiduje scenariusz
Kosterlitza–houlessa–Halperina–Nelsona–Younga po-
przez pośrednią fazę heksatycznego płynu. Wynik ten
obejmuje eksperymenty z koloidami (odpowiadającymi

potencjałowi o n = 3) [31, 32], a także eksperymenty
z elektronami na powierzchni utworzonej z 4He (poten-
cjał o n = 1) [39]. Natomiast gdy n > 6, przemiana płynu
heksatycznego w izotropowy staje się przemianą pierw-
szego rodzaju. Wynik ten zgadza się z symulacjami [dy-
namiki] gazu twardych kul (model ten odpowiada od-
działywaniu o n = ∞). Należy też zauważyć, że symula-
cje te zostały wykonane dla układów większych niż [rze-
czywiste] układy eksperymentalne.

Teoria Beriezińskiego–Kosterlitza–houlessa zo-
stała też zastosowana do zjawiska nadprzewodnictwa
cienkich błon. W naszej oryginalnej pracy stwierdzili-
śmy, że prawdziwe nadprzewodnictwo w dwuwymia-
rowych nadprzewodzących błonach nie może występo-
wać z powodu skończonej wartości głębokości wnikania
λ(T), która ogranicza zasięg logarytmicznego wzajem-
nego oddziaływania wirów. Oddziaływanie wirów roz-
dzielonych odległością [rzędu] λ(T) zachowuje się jak
1/r, czyli są one zawsze, przy dowolnej temperaturze
T > 0, swobodne, co niszczy nadprzewodnictwo. Mimo
iż nasz argument jest poprawny, w wielu nadprzewodni-
kach będących cienkimi błonami głębokość wnikania
może być rzędu O(1cm), co jest typowym rozmiarem
układu. Ponieważ stosuje się niewielkie prądy, a głębo-
kość ta jest [z praktycznego punktu widzenia] tak duża,
że zachowanie się układu nie różni się od zachowania
odpowiadającego granicy λ = ∞ [40, 41]. Teoria ta zo-
stała zastosowana także do dwuwymiarowych warstw
zimnych atomów [42, 43]. Jej zgodność [z wynikami do-
świadczalnymi] jest w tym przypadku rozsądna i może
być w przyszłości jeszcze lepsza.
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Streszczenie. Omawiam historię i okoliczności trzech wymienionych w tytule przyznania tej Nagrody Nobla odkryć:
topologicznego wzoru „TKNN” dotyczącego całkowitego efektu Halla podanego przez Davida houlessa i jego
współpracowników, izolatora Cherna, czyli anomalnego kwantowego efektu Halla oraz rolę jaką odegrał on w późniejszym
odkryciu topologicznych izolatorów niezmienniczych względem operacji odwrócenia czasu i wreszcie nieoczekiwanego
odkrycia topologicznego stanu typu cieczy spinowej kwantowego łańcucha antyferromagnetycznego utworzonego ze
spinów S = 1, który stanowił pierwszy przykład topologicznej kwantowej materii. Powiem też, jak te pierwsze odkrycia
doprowadziły do powstania niezwykle interesującej i obecnie wyjątkowo aktywnie rozwijanej dziedziny, jaką jest ûzyka
„topologicznej materii”.
Słowa kluczowe: topologiczne stany kwantowe, efekt Halla, faza Berry’ego, dwuwymiarowe izolatory topologiczne, spinowy
efekt Halla, jednowymiarowe układy spinów

Abstract. I will describe the history and background of three discoveries cited in this Nobel Prize:he “TKNN” topological
formula for the integer quantum Hall eòect found by Davidhouless and collaborators, the Chern Insulator or quantum
anomalousHall eòect, and its role in the later discovery of time-reversal-invariant topological insulators, and the unexpected
topological spin-liquid state of the spin S=1 quantum antiferromagnetic chain, which provided an initial example of
topological quantum matter. I will summarize how these early beginnings have led to the exciting, and currently extremely
active, ûeld of “topological matter.”
Keywords: topological quantum states, Hall eòect, Berry’s phase, two-dimensional topological insulators, spin Hall eòect,
one-dimensional spin systems

Na to, co dziś jest znane pod nazwą topologicznych sta-

nów kwantowych materii skondensowanej po raz pierw-
szy natknięto się około roku 1980 przy okazji odkry-
cia całkowitego (Klitzing i inni, 1980), a później ułam-
kowego (Tsui i inni, 1982) kwantowego efektu Halla
w dwuwymiarowych układach elektronów w urządze-
niach półprzewodnikowych oraz przy okazji teoretycz-
nego odkrycia oddzielonych przerwą od reszty widma
energetycznego splątanych stanów typu ciecz spinowa
układów całkowitych spinów— kwantowych łańcuchów

spinowych — (Haldane i inni, 1986). Występowanie ta-
kich stanów kryształów tworzonych przez organiczne
łańcuchymolekułNENP2 zostało później potwierdzone
eksperymentalnie (Buyers i inni, 1986). Wspólną cechą
tych dwóch odkryć było to, że były zupełnie nieoczeki-
wane oraz zdziwienie, jakie wywołały: wyłamywały się

1. Nagrodę Nobla z ûzyki w roku 2016 podzielili między siebie David
J. houless, F. Duncan M. Haldane i J. Michael Kosterlitz. Artykuł
jest tekstem jednego z dwóch wykładów wygłoszonych z tej okazji
(przyp. red.).
2. NENP to catena-(mu-nitrito)-bis(ethylenediamine)nickel(II) per-
chlorate czyli związek Ni(C2H8N2)2NO2ClO4.

one bowiem z ustalonych już zdawałoby się paradygma-
tów ûzyki materii skondensowanej (nazywanej dawniej
ûzyką ciała stałego). Nie było od razu widoczne, że mię-
dzy tymi dwiema niespodziankami może istnieć jakiś
związek; teraz jednak, zwłaszcza dzięki pracy klasyûku-
jącej Xiao-Gang Wena (Chen i inni, 2013), rozumiemy,
że ich wspólnym mianownikiem jest to, iż występują
w nich splątane „topologicznie nietrywialne” stany ma-
terii, które różnią się zasadniczo od wcześniej znanych
jej stanów topologicznie trywialnych i że to właśnie jest
głównym źródłem ich nieoczekiwanych właściwości.

Topologia jest działem matematyki wykorzystywa-
nympierwotnie do klasyûkowania kształtów trójwymia-
rowych obiektów takich jak piłka futbolówka, piłka do
rugby (lub amerykańskiego futbolu), kule, kubki do
kawy (bez ucha), które są „topologicznie trywialnymi”
powierzchniami bez otworów oraz takich jak bajgle, cia-
sto pączka, precle i ûliżanki do kawy z uszkami, które
są przykładami „nietrywialnych” powierzchni z jednym
lub więcej otworami. Mrówka poruszająca się po takiej
„nietrywialnej” powierzchni może obejść zamkniętą pę-
tlę (czyli przejść drogę zaczynającą się i kończącą w tym
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samym punkcie), która nie może zostać ściągnięta do
[dowolnie]3 małego kółeczka wokół jednego punktu po-
wierzchni. Pierwotne idee topologii zostały przez mate-
matyków znacznie uogólnione i uczynione abstrakcyj-
nymi, ale zasadnicza idea, że pewne różne obiekty są to-

pologicznie równoważne, jeśli tylko mogą być w sposób
gładki przekształcone jedne na drugie, pozostaje wciąż
ta sama. Kluczową ideą jest też to, że różne topologiczne
[typy obiektów] są klasyûkowane liczbami całkowitymi,
takimi jak liczba otworów powierzchni, które nie mogą
zmieniać się w sposób ciągły.

Z kolei splątanie jest jedną z zasadniczych cech
mechaniki kwantowej. Polega ono na tym, że jeśli
stan układu jest reprezentowany przez stany kwantowe
jego podukładów (jest tak zazwyczaj, gdy układ składa
się z kilku przestrzennie rozdzielonych części), to po-
miar jakiejś właściwości jednego z tych podukładów
wpływa na stan pozostałych. Topologia topologicznych

stanów materii uhonorowanych tą nagrodą Nobla jest
bardziej abstrakcyjna niż [topologia] kształtu obiektów
codziennego użytku takich jak futbolówki i ûliżanki do
kawy. Rozróżnia ona bowiem typy kwantowego spląta-

nia, które nie mogą być w sposób gładki przekształ-
cone jeden w drugi przy warunku zachowania pewnych
symetrii. Typ splątania stanu kwantowego jest topolo-

gicznie trywialny, gdy może być w sposób gładki prze-
kształcony w stan, w którym każda część układu jest
w niezależnym stanie, tak iż pomiar wykonany na jed-
nej części nie wpływa na stan pozostałych części (taki
stan całego układu nazywa się stanem iloczynowym). W
przypadku kwantowych układów spinów (wykorzysty-
wanych jako modele teoretyczne niemetalicznych mate-
riałów magetycznych) okazało się, że niemal wszystkie
wcześniej przewidziane teoretycznie ich stany były topo-
logicznie trywialne i z tego powodu nie obserwowano
zaskakujących właściwości stanów topologicznych nie-
trywialnych.

Trochę czasu zajęło zanimpowszechnie zrozumiano,
że dzięki tym odkryciom miała się wyodrębnić szeroka
klasa nowych „topologicznych stanów materii”. Pierw-
szym kamieniem milowym na tej drodze było odkrycie
przez Davida houlessa i jego współpracowników: Ma-
hito Kohmoto, Marcela den Nijsa i Petera Nightinghale
(TKNN) ważnego wzoru (houless i inni, 1982), w któ-
rym rychło ûzyk matematyczny Barry Simon (Simon,
1983) rozpoznał po prostu niezmiennik pierwszej klasy

Cherna występujący w abstrakcyjnej matematycznej to-
pologii tzw. wiązek włóknistych o grupie strukturalnej
U(1) i w istotny sposóbwiążacy się z postępującym rów-
nolegle w owym czasie rozwojem badań nad tzw. adia-

3. Teksty w nawiasach kwadratowych dodał tłumacz z uwagi na zbyt
zwięzły, a czasemwręcz niezrozumiały język oryginału (przyp. red.).

batyczną fazą kwantową odkrytą w roku 1983 przez Mi-
chaela Berry’ego (Berry, 1984). Ponieważ przedstawiam
tu także część nagrodzonej Noblem pracy Davida ho-
ulessa, powiem o tym w moim wykładzie najpierw i za-
cznę od kwantowego efektu Halla, za który zostały już
przyznane dwie nagrody Nobla (w roku 1985 i 1998).

Elektrony o ładunku e uwięzione na dwuwymiaro-
wej powierzchni, przez którą przechodzi pole magne-
tyczne o indukcji B, poruszają się po okręgach zwanych
orbitami Landaua. Zgodnie zmechaniką kwantową taki
ruch okresowy powoduje powstanie zbioru dyskretnych
poziomów energii każdego z elektronów. Poziomy te są
zwane poziomami Landaua. W najprostszym (półkla-
sycznym) modelu okres T = 2π/ωc takiego ruchu po
orbicie kołowej nie zależy od jej promienia i dozwolone
energie poziomów Landaua są takie, jak oscylatora har-
monicznego, tj. (n + 1

2)ħωc, gdzie ωc = eB/me jest tzw.
częstością cyklotronową. Jeśli przyjąć, że powierzchnia
charakteryzuje się translacyjną niezmienniczością, czyli
że żaden z jej punktów nie jest wyróżniony, to energia
każdego stanu należącego do danego poziomu Landaua
jest niezależna od położenia środka orbity i degeneracja
poziomu jest bardzo wysoka (makroskopowa). Liczba
niezależnych jednocząstkowych stanów należących do
danego poziomu Landaua jest proporcjonalna do pola
powierzchni A układu; w istocie jest ona równa BA/Φ0,
gdzie Φ0 = h/e jest kwantem (Londonów) strumienia
pola magnetycznego.

Zasada wykluczania Pauliego mówi, że każdy nie-
zależny jednocząstkowy stan kwantowy może być ob-
sadzony przez nie więcej niż jeden elektron. Poziomy
Landaua są trochę analogiczne do poziomów 1s, 2p,
3d , . . . otrzymywanych w ramach prostego, znanego
z licealnych lekcji chemii, kwantowomechanicznego
modelu atomu. Jednak w odróżnieniu od tych atomo-
wych poziomów, które mają odpowiednio 2, 6, 10, . . .
dostępnych do obsadzenia stanów, liczba stanów skła-
dających się na pojedynczy poziom Landaua jest olbrzy-
mia (przypuszczalnie rzędu 1012 w rzeczywistych prób-
kach) i zmienia się z przyłożonym polem magnetycz-
nym. Ponieważ liczba elektronów mogących poruszać
się po dwuwymiarowej powierzchni jest w zasadzie usta-
lona, wydaje się, że można by dopasować liczbę dostęp-
nych stanów do liczby elektronów, dobierając odpowied-
nio pole magnetyczne, tak by w stanie podstawowym
układu całkowicie zapełniony był jeden lubwięcej pozio-
mów Landaua, a pozostałe były zupełnie nieobsadzone;
powstawałaby w ten sposób przerwa energetyczna roz-
dzielająca najwyższy obsadzony (zwany w chemii kwan-
towej HOMO od ang. highest occupied molecular orbi-

tal) i pierwszy nieobsadzony (zwany LUMO od ang.
lowest unoccupied molecular orbital) poziom, co czyni-
łoby układ podobnym do naturalnego (a nie powsta-
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łego w wyniku domieszkowania) półprzewodnika. Przy
takich sztucznych modelowych warunkach proste ob-
liczenie hallowskiej przewodności σ x y układu rzeczy-
wiście dałoby efekt Halla charakteryzujący się uniwer-
salną wartością σ x y = ne2/h (która zależy tylko od
stałych podstawowych, niezależnych od materiału oraz
od liczby całkowitej n, tj. liczby całkowicie obsadzonych
poziomów Landaua), odpowiadający temu, co zmierzył
von Klitzing.

Błąd popełniony w takim naiwnym wyjaśnieniu cał-
kowitego kwantowego efektu Halla polega na tym, że
wymaga ono bardzo delikatnego dopasowania natęże-
nia pola magnetycznego. Tymczasem uwagę von Klit-
zinga na ten efekt zwróciła właśnie jego niezależność od
dokładnej wartości pola. „Włączał” on pole przykłada-
jąc je do urządzenia, przez które przepływał ustalony
prąd (stabilizowany przez źródło prądu stałego) i za-
obserwował, że gdy układ osiągał już stan stacjonarny,
cyfrowy woltomierz pokazywał zawsze to samo napię-
cie Halla między przeciwległymi bocznymi brzegami
próbki z dokładnością do wielu cyfr znaczących. (Le-
genda mówi, że von Klitzing w pierwszej chwili pomy-
ślał, że woltomierz jest zepsuty!) Oczywiście, każdora-
zowe „włączanie” pola magnetycznego przebiegało tro-
chę inaczej, zatem końcowe pole nigdy nie mogło być
dokładnie takie samo w kolejnych uruchomieniach eks-
perymentu i z pewnością nigdy przypadkowoniemogło
przyjmować dokładnie „magicznej wartości”, jaką mu-
siałoby mieć w podanym wyżej naiwnym wyjaśnieniu
efektu. Wielce szczęśliwą okolicznością było to, że von
Klitzing włączał pole magnetyczne utrzymując ustalony
prąd płynący przez próbkę, a nie włączał prądu mając
już ustalone pole, gdyż wówczas koincydencja polega-
jąca na takim samym odczycie woltomierza nigdy by się
nie zdarzyła!

Rzeczywiste próbki, nawet gdy są względnie czys-
te, nie odznaczają się translacyjną niezmienniczością,
która powoduje, że wszystkie stany należące do danego
poziomu Landaua mają dokładnie taką samą energię.
Lokalny potencjał elektrostatyczny zmienia się przypad-
kowo od punktu do punktu, zwiększając energię elek-
tronów na jednych orbitach i zmniejszając energię na
innych, zależnie od tego jaką ma wartość w środku da-
nej kołowej orbity Landaua. Powoduje to pewne posze-
rzenie poziomów Landaua. Pierwsze próby wyjaśnienia
efektu [zaobserwowanego przez von Klitzinga] skupiły
się na skutkach takiego nieporządku. Ustalonowtedy, że
jakkolwiek w dwuwymiarowych układach elektronów
wykazujących tego rodzaju nieporządek istnieją stany
zlokalizowane, to w obecności pola magnetycznego sy-
tuacja ulega zmianie, wówczas bowiem środki [większo-
ści] orbit Landaua wykonują powolną precesję wokół lo-
kalnego ekstremum potencjału (jej kierunek zależy od

tego, czy jest to minimum, czy maksimum); orbity te
odpowiadają stanom zlokalizowanym. Okazuje się jed-
nak, że środki orbit odpowiadających niektórym ener-
giom bliskim środka przedziału energii poszerzonego
poziomu Landaua przemieszczają się po torach mają-
cych kształt bardzo wydłużonych elips i stany odpowia-
dające tym orbitom nie są już zlokalizowane, lecz roz-
przestrzenione.W takim obrazie przerwa pomiędzy sta-
nami HOMO i stanami LUMO nie istnieje: mają one
taką samą energię (nazywaną energią Fermiego) i, gdy
natężenie pola magnetycznego zmienia się, energia Fer-
miego przesuwa się tak, by utrzymać poziomy o niż-
szych od niej energiach całkowicie obsadzone, a te o
energiach wyższych całkowicie puste. Całkowita liczba
n wyznaczana przez von Klitzinga zmienia się zaś tylko
wtedy, gdy energia Fermiego przechodzi przez wyróż-
nioną wartość, przy której istnieją stany rozprzestrze-

nione. Wyjaśnia to obserwowany efekt w terminach
dość zawiłej teorii lokalizacji [stanów], która na pierw-
szy rzut oka niema oczywistego związku z topologią. To
co jest tu (dziś oczywistą) bardzo charakterystycznąwła-
ściwością topologiczną stało się jasne, gdyBertHalperin
zwrócił uwagę na istotną rolę stanów brzegowych (Hal-
perin 1982).

• counter-propagating “one-
way” edge states (Halperin)

• confined system with edge 
must have edge states!

E0 ●● ●● ●● ●● ●● ● ● ●
●
●●

∆ bulk gap
Fermi level

pinned at edge

don’t need to fine-tune
 magnetic field

Ryc. 1. Prosty obraz poziomów energii wystepujących w problemie cał-
kowitego kwantowego efektu Halla. Przerwa energetyczna we wnętrzu
próbki jest stabilizowana dzięki przechodzeniu przez poziom Fermiego
bezszczelinowego widma energii stanów brzegowych. (Poziomy energii są
pokazane w funkcji odległości od środka próbki mającej kształt dysku.)

W obrazie półklasycznym stany brzegowe są łatwo
widoczne jako tzw. przeskakujące orbity, wykonujące
precesję wzdłuż brzegu układu. Dzieje się tak, gdy ko-
łowa orbita Landaua cząstki naładowanej musiałaby
przeciąć brzeg; cząstka odbija się wtedy od niego i prze-
chodzi na inną orbitę kołową, tak jak to widać z ryc. 1.
W rezultacie wygląda to, jak gdyby orbita cząstki wyko-
nywała precesję w kierunku przeciwnym do kierunku,
w którym cząstka obiega orbitę kołową. Nawet przy
braku nieporządku wewnątrz próbki, tj. gdy kolejne
poziomy Landaua są oddzielone od siebie przerwami,
widmo energii stanów brzegowych układu jest ciagłe.
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Przechodzi ono przez poziom Fermiego, co umożliwa
przepływ spektralny, czyli przechodzenie elektronów ob-
sadzajacych poziomy Landaua we wnętrzu próbki do
stanów brzegowych i na odwrót. Eliminuje to koniecz-
ność dokładnego dostrajania wartości pola, aby we wnę-
trzu próbki utrzymać poziomy Landaua poniżej ener-
gii Fermiego całkowicie wypełnione, a te powyżej cał-
kowicie puste. [Ponieważ liczba elektronów jest usta-
lona,] całkowita liczba [zapełnionych] stanów nie może
się zmienić, więc przy zmianach natężenia pola magne-
tycznego [powodujacych zmiany liczb stanów poszcze-
gólnych poziomów Landaua], elektrony muszą przepły-
wać z jednego poziomu Landaua do drugiego: stany
brzegowe, których widmo energii nie ma przerwy, sta-
nowią konieczną „rurę hydrauliczną” łączącą poziomy
Landaua i umożliwiającą redystrybucję [zapełnionych]
stanów [między te poziomy] przy zmianach polamagne-
tycznego.

Ryc. 2. Widmo energii elektronów poruszających się w periodycznej sieci
umieszczonej w jednorodnym polu magnetycznym zwanemotylem Ho-

fstadtera. Poziomy energii pokazane są tu w funkcji strumienia polamagne-
tycznego przechodzącego przez komórkę jednostkową. Struktura widma
w lewym dolnym rogu jest niemal taka jaką tworzy układ zwykłych po-
ziomów Landaua. Kolory, którymi zaznaczone są przerwy energetyczne
rozdzielające podpasma, odpowiadają różnym całkowitym liczbom n wy-
znaczającym skwantowanie efektu Halla w sytuacji, gdy poziom Fermiego
leży w danej przerwie. (Barwny wykres widma udostępnili D. Osadchy i J.
Avron)4

Istniejące w sposób nieunikniony stany brzegowe,
które transportują cząstki tylko w jednym kierunku do-
okoła brzegu [próbki] pozwalają zrozumieć stabilność
kwantowego efektu Halla (QHE) jako skutek wpływu
brzegu układu. Pożyteczne jest jednak zrozumienie tej
stabilności na podstawie globalnych właściwości wnę-
trza układu. To właśnie tu w tej opowieści pojawia się
wzór TKNN znaleziony przez houlessa i jego współ-
pracowników (houless i inni, 1982). Inspiracją dlaho-
ulessa było słynne widmo zwane motylem Hofstadtera

4. Redakcja PF przeprasza za nie najlepszą czytelność niektórych ele-
mentów rycin w tym artykule— takiej jakości ilustracje zawiera ory-
ginalny wykład udostępniony przez Nobel Foundation.

(Hofstadter, 1976) pokazane na ryc. 2. Widmo takie
powstaje, gdy na dwuwymiarowej powierzchni, przez
którą przechodzi pole magnetyczne, występuje perio-
dyczny potencjał. W takiej sytuacji, jeśli strumień pola
magnetycznego przechodzącego przez jednostkową ko-
mórkę pieriodycznego potencjału jest liczbą wymierną
postaci p/q (p i q są tu względnie pierwszymi liczbami
całkowitymi, niemającymi wspólnych dzielników), pro-
blem struktury pasm energii można ściśle rozwiązać.
Rozwiązanie zależy w bardzo delikatny sposób od war-
tości liczb p i q; aby je otrzymać trzeba rozpatrywać
powiększoną, tzw. magnetyczną komórkę jednostkową,
tj. taką, by przechodzący przez nią strumień pola ma-
gnetycznego był całkowitą wielokrotnością londonow-
skiego kwantu Φ0. Wpływ pola magnetycznego polega
na tym, że każde pasmo istniejące przy braku pola,
w jego obecności rozszczepia się na q podpasm. Zatem
gdy strumień pola przechodzący przez jednostkową ko-
mórkę zmienia wartość od 1/3 do 100/301, to co przy
1/3 było jednym podpasmem rozdziela się na 100 znacz-
nie węższych podpasm, choć strumień pola magnetycz-
nego zmienił się tylko nieznacznie!

Już wcześniej, dzięki jasnemu argumentowi poda-
nemu przez Roberta Laughlina (Laughlin, 1981), było
oczywiste, że jeśli przy braku wzajemnego oddziaływa-
nia elektronów energia Fermiego leży wewnątrz prze-
rwy energetyczej w ich widmie, hallowska przewod-
ność σ x y musi, w granicy niskich temperatur, T → 0,
być całkowitą wielokrotnością e/Φ0 = e2/2πħ. W
dolnym lewym rogu motyla Hofstadtera, odpowiadają-
cemu sytuacji, w której strumień pola magnetycznego
przechodzącego przez komórkę jednostkową jest bar-
dzo mały, widmo energii elektronów jest bardzo po-
dobne do widma energii prostych poziomów Landaua,
tj. składa się z bardzo wąskich pasm (odpowiadających
tylko nieznacznie poszerzonym poziomom Landaua)
poprzedzielanych szerokimi przerwami. W tej sytuacji
liczba całkowita n jest po prostu równa liczbie zapełnio-
nych poziomówLandaua. Jednak gdy strumień polama-
gnetycznego zwiększa się, poziomy Landaua rozszcze-
piają się namający skomplikowaną strukturę układ pod-
pasm rozdzielonych dużą liczbą przerw, które powstają
i znikają, w miarę jak zmienia się pole magnetyczne.
Pytanie jakie postawili TKNN brzmiało: czym jest de-
ûniująca niskotemperaturową przewodność hallowską
liczba całkowita n, gdy poziom Fermiego znajdzie się
wewnątrz jednej z takich nowopowstałych przerw?

Chociaż TKNN rozpatrywali magnetyczną (tj. po-
wiekszoną) komórkę jednostkową, stosowało się do
niej twierdzenie Blocha, zgodnie z którym elektronowe
funkcje falowe muszą być postaci

Ψkn(r) = un(k, r)e ik⋅r ,



i
i

i
i

i
i

i
i

36 F. D. M. Haldane, Topologiczna materia kwantowa

w której un(k, r) jest periodyczną funkcją położenia r
zdeûniowanego w obrębie magnetycznej komórki jed-
nostkowej (MUC), a k jest wektorem Blocha deûniują-
cymmagnetyczną strefę Brillouina (BZ), która w dwóch
wymiarach jest topologicznie równoważna torusowi
(który z kolei jest równoważny pączkowi z dziurą). Wy-
korzystując fundamentalny wzór Kubo na przewodność
elektryczną TKNN otrzymali następujący wzór

σ x y = e2

2πħ∑n
[ 1
2π∫BZ

d
2kFx y

n (k)] ,

F
x y

n (k) = 1
2i∫MUC

d
2r(∂u∗n

∂kx

∂un

∂ky

− ∂u∗n

∂ky

∂un

∂kx
) .

Wskaźnik n numeruje tu zapełnione elektronami pasma
energii leżące poniżej poziomu Fermiego. Istotną wła-
ściwością [tego wzoru] jest to, że całka po magnetycz-
nej streûe Brillouina z każdej z periodycznych fukcji
F
x y

n (k) jest równa 2π razy liczba całkowita, co zgadza
się z wynikiem Laughlina. TKNN zdali sobie sprawę
z tego, że tak musi być, gdyż funkcje Fx y

n (k) można za-
pisać w postaci
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co prowadzi do kluczowego wzoru wyrażającego prze-
wodność hallowską w postaci całki po brzegu strefy Bril-
louina (BZB)

σ x y = e2

2πħ∑n
1
2π ∮BZB

dk iAi

n(k).

Od Marcela den Nijsa i Petera Nightingale dowie-
działem, się, że włączenie do ich pracy (w postaci
tylko jednego akapitu) tego ważnego jawnego ogólnego
wzoru (zamiast wzorów dotyczących szczególnego mo-
delu Hofstadtera, które były głównym przedmiotem ich
pracy) było, jak sobie przypominają, efektem końco-
wego namysłu, już w trakcie spisywania pracy! Marcel
den Nijs twierdził, że przejawem „geniuszu Davidaho-
ulessa było wybranie zamiast jakiegoś przypadkowego
potencjału (w celu otrzymania poszerzonych poziomów
Landaua) uogólnienia w formie potencjału periodycz-
nego; to był krok zasadniczy”. Pokazuje to siłę tkwiącą
w wybraniu właściwego modelu, na którym można wy-
konać analitycznie kompletne obliczenia. Choć i przed-
tem interesowano się otrzymaniem jakiejś ûzycznej re-
alizacji modelu Hofstadtera, nie miał on żadnych związ-
ków z rzeczywistymi próbkami, w których obserwo-
wany był całkowity kwantowy efekt Halla, którego mo-
delem właściwym ûzycznie i naturalnie narzucającym

się do badania wydawał się zasadniczo nierozwiązy-
walny model z przypadkowym potencjałem.

Niedługo po ukazaniu się pracy TKNN, Michael
Berry odkrył (Berry, 1984) słynną, nazwaną jego imie-
niem, fazę geometryczną charakteryzującą ewolucję
układów kwantowych przy powolnych (adiabatycz-
nych) zmianach warunków zewnętrznych, jakim są
one poddane. Klasycznym przykładem podanym przez
Berry’ego jest spin S ustawiony wzdłuż pola magne-
tycznego, którego kierunek reprezentuje jednostkowy
wektor Ω̂; kierunek ten z wolna zmienia się powraca-
jąc po pewnym czasie do wyjściowego. Tym samym
wektor Ω̂ zakreśla na jednostkowej sferze pewną za-
mkniętą drogę. [Tak zwane twierdzenie adiabatyczne
mówi, że w granicy nieskończenie powolnej zmiany kie-
runku pola spin powraca do swojegowyjściowego stanu
kwantowego, ale wektor reprezentujący stan końcowy
różni się od wyjściowego o czynnik fazowy]. Odkrycie
Berry’ego polegało na tym, że [ta] związana ze zmianą
kierunku Ω̂ pola faza składa się nie tylko z oczekiwanej
części proporcjonalnej do energii [spinu w polu magne-
tycznym], ale także z części geometrycznej, która zależy
tylko od kształtu drogi i jest w tym przypadku równa
kątowi bryłowemu ω wyznaczonemu przez drogę wyty-
czoną na sferze (czyli polu powierzchi na sferze jednost-
kowej otoczonej zakreśloną na niej zamkniętą drogą)
pomnożonemu przez wartość S spinu. Patrząc na to
bardziej wnikliwie można zauważyć, że powierzchnia
ograniczona wytyczoną na sferze zamkniętą drogą nie
jest określona w sposób jednoznaczny i wskutek tego
kąt bryłowy ω jest przez nią wyznaczany tylko mo-
dulo 4π. Jednak znaczenie ûzyczne ma tylko czynnik fa-
zowy exp(iSω), a on jest jednoznaczny, bo 2S jest za-
wsze liczbą całkowitą. Wpływ odkrytej przez Berry’ego
fazy geometrycznej na rozwój współczesnych zastoso-
wań mechaniki kwantowej trudno przecenić; wielu ba-
daczy jest zdania, że zasługuje ona na pełniejsze zapre-
zentowanie w przyszłych wykładach noblowskich.

Zarówno praca Berry’ego, jak i wzór TKNN przy-
ciągnęły uwagę ûzyka matematycznego Barry’ego Si-
mona, który zauważył (Simon, 1983), że istnieje mię-
dzy nimi związek: fazę Berry’ego można bowiem uwa-
żać albo za całkę z koneksji Berry’ego (analog znanego
z elektrodynamiki potencjału wektorowego) wzdłuż [za-
mkniętej] krzywej (drogi), albo, wykorzystując twier-
dzenie Stokesa, za całkę ze strumienia Berry’ego lub
z krzywizny Berry’ego po powierzchni ograniczonej
tą krzywą. Co więcej, jeśli powierzchnia nie posiada
brzegu, czyli jest powierzchnią zamkniętą, całkowita [(tj.
scałkowana po tej powierzchni)] krzywizna Berry’ego
musi być równa całkowitej wielokrotności 2π i ta wielo-
krotność jest niezmiennikiem topologicznym, zwanym
(mówiąc bardziej technicznie) pierwszą klasą Cherna
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wiązki włóknistej o grupie strukturalnej U(1) (bę-
dącej matematyczną charakteryzacją kwantowomecha-
nicznej funkcji falowej) nad dwuwymiarową rozmaito-
ścią. Twierdzenie to jest bliskim analogiem twierdze-
nia Gaussa-Bonneta dotyczącego całki po dwuwymiaro-
wej powierzchni z jej wewnętrznej krzywizny (krzywi-
zny Gaussa). Jeśli powierzchnia taka jest zamknięta, tak
jak powierzchnia sfery lub pączka, to topologiczny nie-
zmiennik Gaussa-Bonneta jest równy liczbie dziur (ge-
nusowi powierzchni); to właśnie ta matematyczna ana-
logia dała początek powszechnemu sposobowi ilustro-
wania, za pomocą ûlmu, topologicznej równoważności
ûliżance bajgla lub pączka.

S
ω
ΓΩ̂

Berry’s example: a spin S aligned along an axis

direction of spin moves on closed

path on unit sphere

eiΦΓ = eiSω

solid angle enclosed is ambiguous modulo 4
 so 2S must be an integer

Berry phase

Ryc. 3. Faza Berry’ego związana z adiabatyczną ewolucją kwantowego wek-
tora stanu spinu ustawiającego się wzdłuż zmieniającego się kierunku pola
magnetycznego. Faza ΦΓ jest równa spinowej liczbie kwantowej S pomno-
żonej przez kąt bryłowy wyznaczony przez zamkniętą drogę Γ zakreślaną
na sferze przez wektor Ω̂ zadający kierunek pola. Gdy wektor ten powraca
do swego pierwotnego kierunku, końcowy [wektor] stan[u] spinu jest taki
sam, jaki był na początku, tylko jest pomnożony przez czynnik exp(iΦΓ),
który zależy w sposób geometryczny od zakreślonej drogi. Ponieważ kąt
bryłowy jest przez zakreśloną przez wektor Ω̂ drogę wyznaczony tylko
modulo 4π, topologia wymaga, by podwojony spin, 2S, był (tak jak to
zawsze jest w mechanice kwantowej) liczbą całkowitą

Rozpoznanie we wzorze TKNN topologicznego nie-
zmiennika stało się początkiem uświadamiania sobie,
że oprócz roli jaką poprzez zidentyûkowanie wzbu-
dzeń topologicznych topologia odegrała w klasycznej
ûzyce przemiany fazowej Bieriezińskiego–Kosterlitza–
houlessa będzie ona także odgrywać ważną rolę w kla-
syûkowaniu samych stanów kwantowych. Dany wzo-
rem TKNN niezmiennik (liczba Cherna lub pierw-

sza klasa Cherna, równa 1
2π razy całka z krzywizny

Berry’ego po dwuwymiarowej rozmaitości) miał jednak
pozostać jedynym znanym ûzykom materii skondenso-
wanej aż do odkrycia w roku 2004 przez Kane’a i Mele
(Kane iMele, 2005), nowego niezmiennikaZ2 odgrywa-
jącego rolę w ûzyce topologicznych izolatorów. Dopiero
to odkrycie doprowadziło do eksplozji nowych ekspery-
mentalnych i teoretycznych odkryć dotyczących topolo-
gicznych stanów materii.

Wynik TKNN dotyczył struktury pasmowej widma
układu elektronów umieszczonego w jednorodnym
polu magnetycznym. W obecności potencjału perio-
dycznego poziomy Landaua ulegają rozszczepieniu na
pasma Blocha. W roku 1988, analizując zapropono-

Ryc. 4. Prosty grafenopodobny zabawkowy model o ciasnych wiązaniach
(Haldane, 1988) będący realizacją topologicznego izolatora ze złamaną sy-

metrią względem odwrócenia czasu lub izolatora Cherna wykazującego
anomalny kwantowy efekt Halla przy zerowym zewnetrznym polu magne-
tycznym. Elektrony mogą wykonywać przeskoki wzdłuż (zaznaczonych
ciągłymi liniami) wiązań najbliższych sąsiadów — przeskokom tym odpo-
wiadają rzeczywiste elementy macierzowe [(amplitudy)] — oraz wzdłuż
(zaznaczonych liniami przerywanymi) wiązań łączących drugich pod
względemwzajemnego oddalenia sąsiadów— takimprzeskokomwkierun-
kach wskazanych strzałkami odpowiada zespolona amplituda o dodatniej
fazie. (Dwie kopie takiego modelu — jedna odpowiadająca elektronom
o spinie do góry i druga odpowiadająca elektronom o spinie w dół — zo-
stały póżniej połączone przez Kane’a i Mele, aby modelować topologiczny
izolator nie łamiący symetrii względem odwrócenia czasu.) [W moim
modelu] złamanie tej symetrii wprowadzają niezerowe fazy zespolonych
amplitud odpowiadających przeskokom między drugimi co do oddalenia
sąsiadami; fazy te mogą być skutkiem występowania w centrum każdej
z heksagonalnych komórek ferromagnetycznie uporządkowanych dipoli
magnetycznych (zaznaczonych sybolem ∗) skierowanych prostopadle do
dwuwymiarowej płaszczyzny. Dipole takie wytwarzają lokalnie strumień
pola magnetycznego, który choć scałkowany po całej komórce jest zerowy
(dzięki czemu standardowa struktura Blocha pozostaje nienaruszona), ma
jednak różne wartości w obszarach zaznaczonych na rysunku literami a,
b i c

waną przez Fradkina, Dagotto i Boyanovskiego (Frad-
kin i inni, 1986) realizację anomalii parzystości zdałem
sobie sprawę z tego, że koniecznym warunkiem wystą-
pienia efektu Halla nie jest obecność pola magnetycz-
nego, lecz po prostu złamanie symetrii względem od-
wrócenia czasu. Wniosek ten właściwie powinien był
zostać odczytany z samego wyniku TKNN, ale najwy-
raźniej nie został wcześniej dostrzeżony. Zaproponowa-
łem więc (Haldane, 1988) bardzo prosty układ poka-
zany na ryc. 4, wzorowany na dwuwymiarowej poje-
dynczej warstwie graûtu (w owym czasie był to czysto
zabawkowy model — możliwość, że kiedyś powstanie
grafen wydawała się wtedy czystym science ûction). Na-
zwałem go modelem kwantowego efektu Halla bez po-
ziomów Landaua. Jego konstrukcja zamiast zależnych
od pola magnetycznego egzotycznych stanów występu-
jących w modelu Hofstadtera wykorzystywała standar-
dowe stany Blocha. Konstrukcję tę nazywa się obecnie
modelem anomalnego kwantowego efektu Halla albo izo-

latorem Cherna.
Skonstruowany przeze mnie układ można też na-

zwać pierwszym topologicznym izolatorem, z tym że
izolatorem ze złamaną symetrią względem odwrócenia
czasu. Okazuje się bowiem, że w dwuwymiarowym gra-
fenie będące wierzchołkami stref Brillouina punkty Di-

raca, w których pasmo przewodnictwa i pasmo walen-
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cyjne stykają się ze sobą, są stabilne tylko wtedy, gdy za-
równo symetriawzględemodwrócenia czasu, jak i syme-
tria względem przestrzennego odbicia pozostają niena-
ruszone: krzywizna Berry’ego jest wtedy tożsamościowo
równa zeru, a czynniki fazowe Berry’ego odpowiada-
jące zamkniętym drogom w streûe Brillouina są [czy-
sto] topologiczne i mają wartości exp(iφ) = ±1, zależ-
nie od tego, czy liczba owinięć drogi wokół punktów
Diraca jest parzysta, czy nieparzysta. Badany wcześniej
przez Semenoòa (Semenoò, 1984) oddzielony przerwą
od reszty widma energetycznego nietopologiczny stan
izolatorowy powstaje, gdy złamana jest symetria wzglę-

dem odbicia przestrzennego. Natomiast w zabawkowym
modelu, który ja badałem, przerwa w punktach Diraca
tworzy się dzięki złamaniu symetrii względem odwró-
cenia czasu; jej złamanie wskutek przyjęcia, że ampli-
tudy przeskoków do drugich (co do bliskości) węzłów
tej samej podsieci, są zespolone (mają niezerowe tzw.
chiralne fazy) powoduje powstanie kwantowego stanu
hallowskiego. Gdy tylko utworzy się przerwa zrywająca
we wnętrzu układu połączenie pasma przewodnictwa
i pasma walencyjnego, pasma te zaczynają mieć prze-
ciwne liczby Cherna ±1; istnieją też jednokierunkowe
stany brzegowe. Najlepiej jest to widoczne na „zygzako-
watym” brzegu: ponieważ elektrony nie mają tammożli-
wości przeskakiwania do drugich co do oddalenia wę-
złów, stan brzegowy o zerowej energii zajmuje jedną
trzecią powierzchni strefy Brillouina, łącząc punkty Di-
raca w sposób przypominający ten, w jaki stany po-
wierzchniowe zwane łukami Fermiego, łączą punkty
Diraca trójwymiarowego półmetalu Weyla odkrytego
ostatnio przez Ashvina Vishwanatha wraz ze współpra-
cownikami (Wan i inni, 2011). Kiedy otwiera się przerwa,
albo z powodu złamania symetrii względem odbić, albo
symetri względem odwrócenia czasu, albo obu tych sy-
metrii na raz, stany brzegowe w każdym mającym teraz
przerwę punkcie Diraca (tzw. masywnym punkcie Di-
raca) muszą przyłączyć się albo do pasma walencyjnego,
albo do pasma przewodnictwa, co prowadzi do czterech
możliwości pokazanych na ryc. 5.

Ten prosty, zabawkowymodel okazał się bardzo uży-
teczny: choć w wersji oryginalnej był modelem nała-
dowanych fermionów, dość nieoczekiwanie został prze-
robiony na model neutralnych bozonów i fotonowego
kryształu (Haldane i Raghu, 2008) pokazując, jak w ta-
kich układach mogą także powstawać jednokierunkowe

stany brzegowe. Wynik ten zapoczątkował powstanie
dziedziny zwanej fotoniką topologiczną. Stany takie
udało się wytworzyć eksperymentalnie w ramach foto-
niki mikrofalowej.

Możliwość istnienia niezmienniczego względem od-
wrócenia czasu analogu efektu Halla (spinowego efektu
Halla) była w roku 2004 wciąż przedmiotem dyskusji.

π 2πk

E

Broken inversion

Broken time-reversal
(Chern insulator)

0

gapless graphene “zig-zag” edge

Ryc. 5. Zygzakowaty brzeg grafenu po uwzględnieniu zaburzających czło-
nów łamiących symetrię względem odbicia przestrzennego lub symetrię
względem odwrócenia czasu. Przy braku zaburzenia istnieje stan brzegowy
łączący dwa sąsiednie punkty Diraca, w których wypełnione pasmo wa-
lencyjne (zaznaczone na czerwono) styka się z niezapełnionym pasmem
przewodnictwa (zaznaczonym na zielono). Gdy wprowadzenie zaburzenia
spowoduje powstanie przerwy, stan brzegowy może łączyć się z pasmami
na cztery różne sposoby. Dwa z nich — połączenie pasm walencyjnego
i przewodnictwa — są topologiczne

Pierwszy model spinowego efektu Halla podali dopiero
Charles Kane i Eugen Mele (Kane i Mele, 2005). Połą-
czyli oni dwie kopie mojego modelu: jedna kopia repre-
zentowała elektrony o spinie do góry, których pasmo
walencyjne charakteryzowało się liczbą Cherna równą
±1, a druga elektrony o spinie w dół, których pasmo wa-
lencyjne miało liczbę Cherna przeciwną, tj. równą ∓1.
Mody brzegowe elektronów o spinie do góry i o spinie
w dół propagowały się w przeciwnych kierunkach. Po-
nieważ sumaryczna liczba Cherna pasm walencyjnych
elektronów o obu kierunkach spinu była równa zeru,
żaden kwantowy efekt Halla nie występował. Naiwnie
można było sądzić, że nic nie zabrania, by nieoddzielone
od reszty widma przerwą mody brzegowe rozpraszały
się do tyłu i mieszały [z modami we wnętrzu układu],
co, po uwzględnieniu sprzężenia spin-orbita typu Ra-
shby’ego, powinno prowadzić do powstania przerwy. Za
pomocą obliczeń numerycznych Kane i Mele odkryli
jednak, że jeśli tylko niezmienniczość względem odwró-
cenia czasu nie była złamana, mody brzegowe w isto-
cie nie mieszały się z powodu istnienia wcześniej nie-
oczekiwanego niezmiennika topologicznegoZ2, związa-
nego z degeneracją Kramersa. Ten nowy niezmiennik
ma swoje trójwymiarowe uogólnienie, które w tym sa-
mym czasie i niezależnie odkryli Joel Moore i Leon Ba-
lents (Moore i Balents, 2007), Rahul Roy (Roy, 2009)
oraz Liang Fu i Kane i Mele (Fu i inni, 2007). Dopro-
wadziło to do eksperymentalnego odkrycia trójwymia-
rowych niezmienniczych względem odwrócenia czasu
topologicznych izolatorów i, wreszcie, do ogłoszonego
przez grupę QiKun Xue z uniwersytetu Tsinghua w Pe-
kinie (Chang i inni, 2013) eksperymentalnego zreali-
zowania anomalnego kwantowego efektu Halla w cien-
kich błonach z niezmienniczych względem odwrócenia
czasu topologicznych izolatorów domieszkowanychma-
teriałem magnetycznym.
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Przejdę teraz do innego (dokonanego w 1981 r.) uho-
norowanego tą nagrodą Nobla odkrycia: do nowych sta-
nów typu ciecz spinowa jednowymiarowych antyferro-
magnetyków zbudowanych z kwantowych spinów cał-
kowitych. Stany takie (w przypadku układów spinów
S równych 1, 3, . . . ) zostały ostatnio przez Xiao-Gang
Wena i współpracowników (Chen i inni, 2013) zaliczone
do klasy stanów topologicznych chronionych przez syme-

trię; w tym przypadku symetrią tą jest niezmienniczość
względem odwrócenia czasu i względem odbicia prze-
strzennego.

Standardowe stany podstawowe jednowymiaro-
wego magnetyka, powszechnie rozpatrywane przed
rokiem 1981, były typowo stanami nie wykazującymi
splątania. Charakteryzowały się zwykle długozasięgo-
wymuporządkowaniemmagnetycznym imożna je było
modelować jako iloczyn prosty niezależnych stanów
spinów S [(całkowitych lub połówkowych)] ulokowa-
nych w kolejnych węzłach. Przykładami takich niesplą-
tanych stanów iloczynowych są np. stan ferromagne-
tyczny (. . . ↑↑↑↑↑↑ . . . ) albo antyferromagnetyk Néela
(. . . ↑↓↑↓↑↓↑ . . . ). W pokazanych tu konûguracjach
sąsiednie spiny są ustawione albo równolegle albo anty-
równolegle w stosunku do osi z, ale w przypadku (izo-
tropowego) magnetyka Heisenberga stany takie łamią
spontanicznie symetrię względem obrotów, bo oś, w sto-
sunku do której są one ustawione albo równolegle, albo
antyrównolegle, wyróżnia jeden kierunek (może on być,
oczywiście, wybrany dowolnie). W przypadku ferro-
magnetyka Heisenberga kierunek uporządkowania jest
[zarazem] kierunkiem makroskopowego wektora mo-
mentu pędu i zachowanie momentu pędu, [obowiązu-
jące w układach, których hamiltonian jest] niezmien-
niczy względem obrotów, uniemożliwia zmiany ferro-
magnetycznego „parametru porządku” (czyli kierunku,
wzdłuż którego ustawione są spiny) przez �uktuacje.

W przypadku antyferromagnetyka nie ma jednak
zasady zachowania, która by chroniła strukturę stanu
podstawego przed skutkami �uktuacji. Słynne twier-
dzenie Mermina–Wagnera, które w przypadku zacho-
dzącej przy niezerowej temperaturze przemiany fazo-
wej Kosterlitza–houlessa było przyczyną paradoksu,
ma, w przypadku jednowymiarowych układów kwan-
towych, podobne konsekwencje: stan podstawowy jed-
nowymiarowego układu kwantowego, którego hamil-
tonian jest niezmienniczy względem symetrii ciągłej,
nie może, bez istnienia zabezpieczających go praw za-
chowania, wykazywać długozasięgowego uporządkowa-
nia charakteryzującego się łamiącą tę symetrię nieze-
rową wartością parametru porządku. W wyższych wy-
miarach układ spinów Heisenberga może mieć łamiący
symetrię ferromagnetyczny stan podstawowy i nieod-
dzielone odeń w widmie energetycznym przerwą wzbu-

dzenia Goldstonowskie znane jako (antyferromagne-
tyczne) fale spinowe, które są małymi harmonicznymi
�uktuacjami parametru porządku wokół jego jedno-
rodnej w stanie podstawowym konûguracji. Jednak
w przypadku jednowymiarowego antyferromagnetyka
o spinie S, gdyby nawet przyjąć założenie, że wystą-
piło długozasięgowe antyferromagnetyczne uporządko-
wanie typu Néela stanu podstawowego, to, jak łatwo
stwierdzić, skutkiem harmonicznych �uktuacji wystę-
pujących w stanie podstawowym byłoby zniszczenie ta-
kiego założonego długozasięgowego uporządkowania.

W tym miejscu do opowieści tej wkracza, okazuje
swoją moc i wprowadza zamieszanie ścisły (ale nie
w pełni zrozumiany)matematycznywynik!W roku 1931
Hans Bethe (który późniejmiał zostać opiekunempracy
doktorskiej Davida houlessa na uniwersytecie Cor-
nella), zanim jeszcze odkrył, jak reakcje jądrowe zasi-
lają Słońce, pracował m.in. nad jednowymiarowym łań-
cuchem Heisenberga traktowanym jak zabawkowy mo-
del magnetyzmu. Wymyślił wtedy (Bethe, 1931) ważny
Ansatz noszący dziś jego imię (tzw. Ansatz Bethego),
który dawał ścisłe rozwiązanie problemu stanów wła-
snych modelu jednowymiarowego układu spinów S =
1
2 oddziałujących każdy tylko ze swoimi najbliższymi
sąsiadami i umożliwiał otrzymanie w jawnej postaci
widma wartości własnych takiego układu. Zrozumienie
stojącej za tym wynikiem struktury matematycznej za-
jęło jednak niestety ponad sześć dziesięcioleci i w latach
siedemdziesiątych XX w. z tego ścisłego rozwiązania
wciąż udawało się znajdować jedynie poziomy energe-
tyczne układu i jego właściwości termodynamiczne, ale
nie funkcje korelacji. Otrzymywane za pomocąAnsatzu
Bethego widmo energii najniższych wzbudzeń układu
spinów pozornie przypominało przewidywania teorii
fal spinowych z tym wszakże, że przewidywana w ten
sposób prędkość [rozchodzenia się] fal o dużej długości
różniła się od ich prędkości przewidywanej przez teorię
fal spinowych o czynnk π/2.

Choć szczegóły Ansatzu Bethego były dość nieja-
sne i wymagały pewnego wtajemniczenia, powszech-
nie uznawano, iż jest on dowodem na to, że obraz
fal spinowych jest mniej więcej poprawny, mimo zna-
nego faktu niszczenia długozasięgowego uporządkowa-
nia przez efekty kwantowe. Dziś wiemy, że elementarne
wzbudzenia występujące w modelu, który rozwiązał Be-
the, nie mają w istocie żadnego związku z falami spino-

wymi — są one powstającymi parami topologicznymi
wzbudzeniami układu spinów 1

2 (Fadiejew i Tachta-
dżjan, 1981), które teraz nazywa się spinonami. Nawet
jednak w latach siedemdziesiątych powinno było się za-
uważyć, że ciepło właściwe wyrażone przez prędkość
rozchodzenia się wzbudzeń o dużej długości fali przewi-
dywane przez teorię fal spinowych jest dokładnie dwu-
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krotnie większe niż przewidywane przez ścisły Ansatz
Bethego, co oznacza, że nie ma żadnego związku mie-
dzy teorią fal spinowych i niskoenergetycznymi wzbu-
dzeniami rozwiązywalnego modelu Bethego.

W początku lat siedemdziesiątych z prac Alana Lu-
thera i Ingo Peschela wyłoniła się nowa technika po-
zwalająca obejść od dawna nierozwiązywalny problem
otrzymania funkcji korelacji z rozwiązania Bethego.
Znówważna okazała się pewna stara (jeszcze starsza niż
ta Bethego!) praca: Luther i Peschel wykorzystali mia-
nowicie transformację Jordana-Wignera (Jordan i Wi-
gner, 1928) odwzorowującą jednowymiarowy magne-
tyk, czyli łańcuch spinów S = 1

2 z oddziaływaniem naj-
bliższych sąsiadów, na model bezspinowych fermionów
przemieszczających się w jednymwymiarze dzięki prze-
skokom między najbliższymi węzłami sieci, powodowa-
nym przez wzajemne oddziaływanie cząstek znajdują-
cych się w sąsiednich węzłach. Jeśli wymienne oddziały-
wanie Heisenberga mające postać sprzężenia J

→

Sn ⋅
→

Sn+1
uogólni się do postaci JxSx

nS
x
n+1 + J yS

y

nS
y

n+1 + JzSz
nS

z
n+1

i przyjmie Jz = 0 oraz Jx = J y = Jx y , wówczas kwan-
towy model XX oddziaływania spinów S = 1

2 zostaje
odwzorowany na model nieoddziałujących wzajemnie,
czyli swobodnych fermionów, który może być do końca
jawnie rozwiązany, a jego właściwości ûzyczne [(w tym
funkcje korelacji)] zbadane.

Wcześniej, bo już w połowie lat sześćdziesiątych,
Joaquin Luttinger (Luttinger, 1963) zauważył, że „za-
bawkowy”model oddziałujących bezspinowych fermio-
nów o liniowym, typu dirakowskiego, związku dysper-
syjnym i oddziaływaniu ograniczonym do rozpraszania
do przodu z małym przekazem pędu, powinien być ści-
śle rozwiązywalny przy wykorzystaniu bozonów Tomo-

nagi wprowadzonych przez Sin-itiro Tomonagę (Tomo-
naga, 1950). Gdy występujące początkowo problemy z
rozwiązaniem Luttingera zostały wyjaśnione przez Da-
nielaMattisa i Elliota Lieba (Mattis i Lieb, 1965), wyrosła
z tego ważna technika „bozonizacji” (pozwalająca repre-
zentować jednowymiarowe układy fermionóww języku
modówoscylatora harmonicznego Tomonagi), która zo-
stała jawnie sformułowana przez Schotte’go i Schotte’go
(Schotte i Schotte, 1969) w ich pracy z 1969 roku poświę-
conej uproszczonemu traktowaniu problemu osobliwo-

ści brzegowych promieni X.
W roku 1975 Luther i Peschel (Luther i Peschel,

1975) zaadaptowali tę nową technikę bozonizacji domo-
delu antyferromagnetyka o niezerowym sprzężęniu Jz =
λ∣Jx y ∣ z λ < 1, tj. antyferromagnetyka mającego tzw.
łatwą płaszczyznę. Odwzorowali ten model na pewną
efektywną kwantową teorię pola w dwóch (1 + 1) wy-
miarach, którą z kolei można badać odwzorowując ją
metodą bozonizacji na problem oscylatora harmonicz-
nego. Znaleziony wwyniku zastosowania takiego podej-

ścia (i po dokonaniu tzw. obrotu Wicka pozwalającego
zamiast teorii pola w 1+1-wymiarowej przestrzeniMin-
kowskiego rozpatrywać tę samą teorię pola w dwuwy-
miarowej przestrzeni euklidesowej), [stan podstawowy
układu] był całkowicie równoważny niskotemperaturo-
wej uporządkowanej topologicznie fazie klasycznego, ba-
danego w tym samym czasie przez Kosterlitza i ho-
ulessa, dwuwymiarowego modelu XX o funkcjach kore-
lacji typu Néela, zanikających według obowiązującego
przy dużych wartościach różnicy ∣n − n′∣ prawa potęgo-
wego

⟨Sx

nS
x

n′⟩ = ⟨S y

nS
y

n′
⟩ ∼ (−1)n−n

′

∣n − n
′∣−η ,

⟨Sz

nS
z

n′⟩ ∼ (−1)n−n
′

∣n − n
′∣−1/η ,

z nieuniwersalnym, bo zależącym od wartości stałej
sprzężenia λ, wykładnikiem η. Przyjęcie następnie cał-
kowitej nieizotropowości, tj. Jx ≠ J y , odwzorowuje
ten model (model XY) na teorię pewnego masywnego
pola (na tzw. model sinus-Gordona), którego wzbudze-
nia oddziela od stanu podstawowego przerwa energe-
tyczna o szerokości zależnej od różnicy Jx−J y potęgowo,
przy czym wykładnik potęgi jest wyznaczony przez pa-
rametr η.

W owym czasie ścisłe rozwiązanie Bethego izotropo-
wego (o Jx = J y = Jz) modelu XXXHeisenberga oddzia-
łujących spinów S = 1

2 zostało już przez Rodneya Ba-
xtera uogólnione na w pełni nieizotropowy model XYZ,
co stało się możliwe dzięki zidentyûkowaniu algebry
Baxtera–Yanga jako kluczowego elementu, który spra-
wia, że korzystając z Ansatzu Bethego daje się otrzymać
rozwiązanie także i tego modelu. Luther i Peschel mogli
więc wykorzystać tę informację, by w sposób okrężny
otrzymać w funkcji parametru λ wartość wykładnika η
charakteryzującego funkcje korelacji modelu XXZ ma-
jącego łatwą płaszczyznę (tj. o ∣λ∣ < 1). Ustalili oni, że
gdy sprzężenie Jz jest dodatnie (co odpowiada antyfer-
romagnetykowi) wykładnik η rośnie odwartości 1

2 , jaką
ma w punkcie λ = 0 (tj. gdy Jz = 0), odpowiadającym
w pełni rozwiązywalnemu modelowi XX nieoddziałują-
cych fermionów, osiągając wartość η = η−1 = 1 przy λ =
1, co odpowiada heisenbergowskiemu modelowi XXX
antyferromagnetyka. Natomiast przy ujemnym sprzęże-
niu Jz (odpowiadającym ferromagnetykowi) wykładnik
η maleje osiągając wartość zero przy λ = −1, kiedy to
stan podstawowy układu staje się dalekozasięgowo upo-
rządkowany, a parametr porządku staje sięwielkością za-
chowaną. Teoriopolowe podejście Luthera–Peschela nie
było jednak w stanie objaśnić pojawiania się przy λ > 1
przerwy energetycznej, kiedy to model nie odpowiada
już antyferromegnetykowimającemu łatwą płaszczyznę,
lecz antyferrmagnetykowi o łatwej osi.

W roku 1979 pracowałem nad dokładnym sformu-
łowaniem metody bozonizacji i ustaliłem (Haldane,
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1981b), że mody o zerowym pędzie gęstości fermo-
nów powinny być reprezentowane przez zmienne typu
działanie-kąt, a nie przez mody oscylatora harmonicz-
nego Tomonagi, które reprezentują mody mające nie-
zerowy pęd. Owe stopnie swobody działanie-kąt mają
naturę topologiczną, co rozwiązało zagadkę, w jaki spo-
sób w jednym wymiarze fermiony mogą być repre-
zentowane przez bozony (mody oscylatora harmonicz-
nego): konstrukcja tej reprezentacji wykorzystuje w isto-
cie oscylatory harmoniczne oraz stopnie swobody odpo-
wiadające topologicznej liczbie nawinięć. Oznacza to, że
na widmo wzbudzeń modelu bezspinowych fermionów
spełniających periodyczne warunki brzegowe składają
się dwa rodzaje wzbudzeń topologicznych (charaktery-
zowanych dwiema oddzielnymi liczbami nawinięć: pro-
pagujących się w prawo i propagujących się w lewo pól
fermionowych) oraz mody fal dźwiękowych Tomonagi.

Znajomość energii dwóch topologicznych wzbu-
dzeń pozwoliła wyznaczyć nie tylko wartość prędko-
ści dźwięku, którą można było sprawdzić innym, nie-
zależnym sposobem, ale także wykładnik η charakte-
ryzujący funkcje korelacji. Stosując te wyniki do wy-
korzystującego Ansatz Bethego rozwiązania modelu
XXZ z zerowym zewnętrznym polem magnetycznym
(lub równoważnegomu poprzez transformację Jordana–
Wignera modelu połowicznie zapełnionego pasma fer-
mionów), mogłem się przekonać, że nowe wzory wyra-
żające wykładnik η przez energie wzbudzeń topologicz-
nych i ich liczby nawinięć zgadzają się w tym przypadku
ze znalezionąw sposób okrężny przez Luthera i Peschela
dokładną zależnością tego wykładnika od sprzężeń i są,
wobec tego, poprawne i całkowicie ogólne.

Wynik ten stworzył możliwość otrzymania z roz-
wiązania wykorzystującego Ansatz Bethego ścisłych wy-
kładników charakteryzujących funkcje korelacji pew-
nych jednowymiarowych układów wykazujących kry-
tyczne zachowanie poprzez dopasowanie energii róż-
nych ich topologicznych wzbudzeń do tego, co na-
zwałem (Haldane, 1981b) efektywną cieczą Luttin-

gera (albo, może bardziej właściwie, cieczą Tomonagi–

Luttingera) reprezentowaną przez model Luttingera.
Wyniki te otrzymano jeszcze przed pojawieniem się sil-
niejszych metod, wykorzystujących konforemną teorię
pola w dwóch (1+ 1) wymiarach, w ramach których cie-
cze Luttingera okazują się układami, które wobec braku
ograniczeń nakładanych przez niezmienniczość lorent-
zowską dają się rozłożyć na abelowe reprezentacje alge-
bry Virasoro.

Gdy rozpatrzyłem z tego nowego punktu widzenie
pełną przestrzeń parametrów wykorzystujących Ansatz
Bethego rozwiązań łańcucha spinów XXZ (co w przy-
padku pasm fermionowych o zapełnieniu odbiegają-
cymodpołowicznegowymagało numerycznego rozwią-

zywania równania całkowego, do którego prowadzi An-
satz Bethego), rzut oka na wyniki natychmiast ujawnił,
że elementem, którego brakowało w pracy Luthera i Pe-
schela, był proces typu umklapp (zagięcia w j. niem),
dzięki któremu przy połowicznym zapełnieniu pasma
pęd układu zmienia się w wyniku rozpraszania o 4kF
(czyli o wektor Bragga); dwa lewobieżne elektrony o ni-
skich energiach (każdy o pędzie bliskim −kF) mogą
w wyniku takiego procesu przejść w dwa elektrony pra-

wobieżne (każdy o pędzie bliskim kF).
Na pierwszy rzut oka [proces ten] powi-

nien być reprezentowany członem [oddziaływania]
Ψ†

R
(x)Ψ†

R
(x)ΨL(x)ΨL(x). Człon taki jest jednak niedo-

zwolony z powodu zakazu Pauliego. (Wyjaśnia to praw-
dopodobnie, dlaczego proces umklapp nie został wzięty
pod uwagę w oryginalnej pracy Luthera i Peschela). Do-
zwolony jest jednak człon następnego rzędu postaci
(Ψ†

R
(x)∂xΨ†

R
(x))(ΨL(x)∂xΨL(x)), który po „zbozo-

nizowaniu” daje człon cos 2θ ≡ cos(2(φR(x) − φL(x)).
Proces umklapp jest w kwantowym analogu przemiany
Bierezińskiego–Kosterlitza–houlessa przejściem po-
legającym na rozdzieleniu się podwójnego wiru. Takie
przejście jest dozwolone, podczas gdy przejście pole-
gające na rozdzieleniu się pojedynczego wiru jest za-
bronione przez zasadę zachowania pędu. W modelu
kwantowej teorii pola w dwóch (1 + 1) wymiarach ana-
logiem zwykłego procesu rozdzielnia się pojedynczego
wiru z dwuwymiarowej teorii klasycznej byłby [pro-
ces reprezentowany przez człon] cos θ, który staje się
istotny5 (i prowadzi do powstania przerwy w widmie)
gdy η > 1

4 . Uogólniając: człon cos(mθ) staje się istotny,
gdy η > 1

4m
2, co doskonale zgadza się z tym, że człon

H =
∑

i

1
2 (S

+
i S−

i+1 + S−
i S+

i+1) + λSz
i S

z
i+1

H =
∑

i

1
2 (c

+
i ci+1 + c†i+1ci) + λ(ni − 1

2 )(ni+1 − 1
2 )

λ > 1λ < 1 easy plane easy axis

λ = 0 free fermions

π
a

π
a-

E

4kF = 2π
a

(Bragg vector)
“Umklapp processes”

Ryc. 6. Transformacja Jordana–Wignera odwzorowuje heisenbergowski
łańcuch spinów S = 1

2 o zerowym namagnesowaniu w połowicznie za-
pełnione pasmo oddziałujących bezspinowych fermionów; 4kF jest tu
wektorem Bragga

5. W sensie klasyûkacji operatorów występujących w hamiltonianie
kwantowej teorii pola na istotne, marginalne i nieistotne, albo ina-
czej, na superrenormalizowalne, renormalizowalne i nierenormali-
zowalne (przyp. tłum.).
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cos 2θ, powodujący [proces będący analogiem] rozdzie-
lania się podwójnego wiru, staje się istotny (przy braku
członu cos θ) dokładnie wtedy, gdy model staje się typu
XXX, tj. izotropowy i wykładnik krytyczny η = 1.

Uwzględnienie tego elementu dopełniło teoriopo-
lowy obraz [układu oddziałujących] spinów S = 1

2 , pod
który podwaliny położyli Luther i Peschel. Zlikwido-
wało także pozornie wyróżniony status modelu spinów
S = 1

2 , który wydawał się wynikać z możliwości odwzo-
rowania go namodel fermionów. Bozonizacja pozwoliła
teraz reprezentować [takie układy] przez dwa chiralne
(lewo- i prawobieżne) [charakteryzujące się] topologicz-
nymi liczbami nawinięć pola φL(x) i φR(x), nie mające
żadnego oczywistego związku z wartością S spinu cha-
rakteryzującą wyjściowy łańcuch spinowy.

Płaski układ spinów typu XY można obrazowo
przedstawić jako zbiór „igieł kompasów” wskazujących
w każdym punkcie dwuwymiarowej płaszczyzny pe-
wien kierunek (cos(φ(x)), sin(φ(x))). Jeśli układ speł-
nia periodyczne warunki brzegowe na okręgu o obwo-
dzie równym L, to musi zachodzić równość φ(x + L) =
φ(x)+2πW . LiczbaW jest tu topologicznym niezmien-
nikiem, liczbą nawinięć, który nie może się zmienić, je-
śli pole φ(x) zmienia się z położeniem x w sposób
gładki. W klasycznym dwuwymiarowym modelu XY
pole φ(x , y) jest gładkie wszędzie z wyjątkiem punktów
osobliwych (x0 , y0), w których znajdują się centra wi-
rów. W modelu kwantowym sformułowanym w 1 + 1
wymiarach, punkty takie stają się punktami (x0 , t0) cza-
soprzestrzeni i reprezentują miejsca zajścia procesów
tunelowania (które nazwano instantonami), będących
osobliwymi procesami zachodzącymi niemal całkowi-
cie w punkcie x0 w krótkim odcinku czasu wokół t0,
w wyniku których zmienia się liczba nawinięć.

Okazało się, że w przypadku łańcucha spinów
S mającego łatwą płaszczyznę i zerowe namagne-
sowanie w kierunku osi z typowo zachodzi zwy-
kły jednowirowy proces instantonowy Bieriezińskiego–
Kosterlitza–houlessa. Proces taki jest jednak wzbro-
niony przez ścisłą kwantową interferencję, gdy 2S
jest liczbą nieparzystą. Uwypukla to różnicę istnie-
jącą między klasyczną mechaniką statystyczną prze-
miany Bieriezińskiego–Kosterlitza–houlessa w dwóch
wymiarach i jej kwantową wersją w 1+1 wymiarach.W
przypadku modelu klasycznego wiry wnoszą do czyn-
nika Boltzmannowskiego przyczynek, który ma postać
rzeczywistego i dodatniego czynnika zwanego lotno-
ścią; w kwantowymmodelu w 1+1 wymiarach przyczy-
nek ten jest zespoloną amplitudą tunelowania między
topologicznie różnymi konûguracjami [pola] o różnych
liczbach nawinięć; w modelach niezmienniczych wzglę-
dem odwrócenia czasu jest on rzeczywisty, ale może być
ujemny bądź dodatni. Oznacza to, że między konkuru-

jącymi między sobą procesami instantonowymi może
zachodzić kwantowa interferencja.

W tym szczególnym przypadku procesy tunelowa-
nia są skoncentrowane na środkowym punkcie złącza
pomiędzy dwoma sąsiednimi spinami. Przy założeniu,
że łańcuch spinów jest niezmienniczy względem prze-
strzennych przesunięć o jeden węzeł,wartość amplitudy
tunelowania musi być zawsze taka sama, niezależnie od
tego, na którym złączu proces ten zachodzi. Kiedy jed-
nak dwa takie procesy zachodzą na kolejnych złączach,
różnią się one przede wszystkim tym, że spin [znajdu-
jący się pomiędzy tymi złaczami], który przy jednym
procesie obracał się o 180○ zgodnie z ruchemwskazówki
zegara, przy drugim procesie obraca się o też 180○, ale
w przeciwną stronę. Oba te procesy różnią się więc na
czysto o obrót tego jednego spinu o 360○; ewolucja po-
zostałych spinów [przy obu tych procesach] jest zasad-
niczo taka sama. Fundamentalna różnica między łańcu-
chami spinów całkowitych i łańcuchami spinów połów-
kowych polega na tym, iż w przypadku tych drugich
w rezultacie takiego obrotu stan układu zmienia znak. Je-
śli związany z procesem obrotu przekaz energii jest taki
sam, niezależnie od złącza, na którym obrót zachodzi,
oznacza to wystąpienie interferencji amplitud odpowia-
dających tunelowaniu poprzez instantony na kolejnych
złączach i interferencja ta jest destruktywna, gdy spiny
są połówkowe, a konstruktywna, gdy spiny są całkowite.

Daje to topologiczne wyjaśnienie, dlaczego proces
instantonowy, który staje się istotny, gdy anizotropia
układu XXZ spinów S = 1

2 zmienia się z anizotro-
pii typu łatwej płaszczyzny na typu łatwej osi, odpo-
wiada rozdzielaniu się podwójnego wiru w przemianie
Bierezińskiego–Kosterlitza–houlessa. Proces taki po-
woduje tylko niestabilność topologicznie uporządkowa-
nej fazy układu o łatwej płaszczyznie ponieważ, gdy
spin S jest połówkowy, efekty dominującego procesu
odpowiadającego pojedynczemu wirowi są znoszone
przez destruktywną interferencję. Gdy jednak spin S

jest całkowity, efekty tego ostatniego procesu są wzmac-
niane przez interferencję i przemiania BKT zachodzi,
gdy tylko wykładnik η charakteryzujący funkcje kore-
lacji dochodzi do wartości granicznej η = 1

4 , przy któ-
rej istotne staje się tunelowanie między stanami o róż-
nych liczbach nawinięć; topologiczne uporządkowanie
zostaje wtedy zniszczone i w widmie wzbudzeń po-
wstaje przerwa. W punkcie krytycznym korelacje Néela
⟨Sx

nS
x
n′
⟩, ⟨S y

nS
y

n′
⟩ zanikają dużo szybciej, niż korelacje

⟨Sz
nS

z
n′
⟩, co oznacza, że przemiana zachodzi zanim jesz-

cze układ stanie się izotropowymukłademHeisenberga.
Jest to także przemiana, w której stan podstawowy
układu staje się jednoznaczny (singletowy), natomiast
gdy istotny jest [dopiero] proces dwuwirowy, prowa-
dzi on do dwukrotnie zdegenerowanego (dubletowego)
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Ryc. 7. W 1 + 1-wymiarowej czasoprzestrzeni analogiem wirów występu-
jących w modelu sformułowanym w dwuwymiarowej przestrzeni eukli-
desowej są instantonowe procesy tunelowania, w wyniku których ulega
zmianie topologiczna liczba nawinięć łańcucha spinów mającego łatwą
płaszczyznę. Proces taki jest ześrodkowany na złączu pomiędzy kolejnymi
węzłami, w których lokalny parametr porządku Néela staje się nieciągły
na bardzo krótki czas

stanu podstawowego, ponieważ zachowuje liczbę nawi-
nięć modulo 2.

Dzięki tym wynikom stało się jasne, że uszerego-
wanie modeli antyferromagnetyków od mających łatwą
płaszczyznę domających łatwą ośma zupełnie inny cha-
rakter, gdy spin S jest całkowity i gdy jest połówkowy.
Gdy wzrasta wartość parametru λ łańcucha spinów po-
łówkowych, przy wartości λ = 1 zachodzi bezpośrednio
podwójna przemiana BKT od topologicznie uporządko-
wanego antyferromagnetyka o łatwej płaszczyźnie i bez
przerwy [w widmie energii], gdy λ < 1, do mającego
przerwę antyferromagnetyka o łatwej osi i dubletowym,
łamiącym symetrię stanie podstawowym Isinga–Néela,
gdy λ > 1. Natomiast w przypadku łańcucha spinów cał-
kowitych przy λ = λc < 1 zachodzi zwykła przemiana
BKT do stanu cieczy spinowej o niełamiącym żadnej sy-
metrii singletowym stanie podstawowym, a dopiero po
niej, przy λ = λc > 1, następuje druga przemiana typu
Isinga do charakteryzującego się łatwą osią stanu Isinga–
Néela.

Ujawnia to fundamentalną topologiczną różnicę
istniejącą między antyferromagnetycznymi (izotropo-
wymi) łańcuchami spinów Heisenberga o spinach S

całkowitych i połówkowych. Różnica ta podważyła po-
wszechny wcześniej pogląd, że wartość S spinu pełni
tylko rolę parametru rozwinięcia według potęg 1/S ana-
logicznego do semiklasycznego rozwinięcia według po-
tęg stałej Plancka ħ. Zgodnie z tym poglądem asymp-
totyczne długozasięgowe zachowanie funkcji korelacji
⟨
→

Sn ⋅
→

Sn′⟩ powinno mieć postać (−1)n−n
′

∣n − n′∣−η z wy-
kładnikiem η(S−1) będącym gładką funkcją argumentu
S−1, znikającą, gdy S−1 → 0.

Moje — w roku 1981 heretyckie — stwierdzenie, że
istnieje fundamentalna różnica między jednowymiaro-
wymi kwantowymi antyferromagnetykami o spinach S

całkowitych i połówkowych, było przypuszczalnie nie-
najlepiej uzasadnione i moja praca w pierwotnej swojej
wersji (Haldane, 1981a) została odrzucona przez kilka

czasopism; sceptycy nazywali zawarte w niej stwierdze-
nie hipotezą i to określenie, jak sięwydaje, doniego przy-
lgnęło! Praca ta, zanim została w końcu opublikowana
(Haldane, 1983), została w dużym stopniu napisana na
nowo, by lepiej omówić przypadek izotropowego mo-
delu Heisenberga, a pierwotny jej preprint — tak się
wydawało — w końcu zaginął, gdyż były to czasy za-
nim preprinty zaczęły być archiwizowane w internecie.
Szczęśliwie odzyskałem niedawno jego kopię — prze-
chował ją Jenö Sólyom — i umieściłem ją w celach hi-
storycznychw internetowymarchiwumarXiv (Haldane,
1981a). Późniejsze studia Boteta i Julliena (Botet i Jullien,
1983) wykorzystujące ścisłą numeryczną diagonalizację
potwierdziły stwierdzenia zawarte w tej pracy, a roz-
praszania neutronów na quasi-jednowymiarowych or-
ganicznych związkach NENP niklu zbadane przez Billa
Buyersa (Buyers i inni, 1986) dostarczyło w końcu ekspe-
rymentalnego dowodu na to, że stan podstawowy anty-
ferromagnetyka o spinie S = 1 jest stanem singletowym
i że widmo energii takiego ferromagnetyka ma przerwę.

Bardziej zasadniczym powodem, dla którego mój
wynik z 1981 roku był tak nieoczekiwany było to, że
stan cieczy spinowej łańcucha spinów S = 1 był pierw-
szym przykładem topologicznej materii kwantowej. Wy-
przedził on dokonane przez Berry’ego w roku 1983 od-
krycie fazy nazwanej jego imieniem, której istnienie po-
twierdziło fakt, że w przypadku układów spinowych spi-
nowa liczba kwantowa S odgrywa rolę topologiczną,
ponieważ wielkość 2S jest zawsze liczbą całkowitą. Pa-
trząc przez pryzmat używanego przez ûzyków mate-
rii skondensowanej sformułowania hamiltonowskiego,
bardzo tajemnicze wydawało się to, iż mechanikę kwan-
tową do wykorzystującej ciagłe pola teorii antyferroma-
gnetycznego łańcucha spinów, opartej na tzw. nielinio-
wym O(3)-symetrycznym modelu sigma, trzeba — jak
się wydawało — stosować inaczej w przypadku spinów
połówkowych, a inaczej w przypadku spinów całkowi-
tych. W roku 1983 bardzo pomocnej wskazówki dostar-
czyła rozmowa, jaką odbyłem z Edwardem Wittenem.
Wspomniał w niej, że w lagranżowskim sformułowaniu
faworyzowanym przez ûzyków cząstek elementarnych,
w lagranżjanie modelu sigma6 może występować do-
datkowy człon topologiczny, który nie występuje w for-
maliźmie hamiltonowskim i znika całkowicie w granicy
klasycznej. Człon taki jest proporcjonalny do parame-
tru zwanego kątem θ. Można też łatwo pokazać, wy-
korzystując podejście odwołujące się do faz Berry’ego
związanych z trajektoriami zakreślanymi przez ewolu-
ujące poszczególne spiny, że kąt tenmusi być równy 2πS,

6.Model sigma pełni w ûzyce cząstek elementarnych rolę efektywnej
teorii oddziaływań niskoenergetycznych mezonów, takich jak me-
zony π, kaony itp. (przyp. tłum.)
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czyli musi przyjmować wartość 0 modulo 2π, gdy spiny
są całkowite i wartość π modulo 2π, gdy spiny są po-
łówkowe (są to też jedyne dwie wartości parametru θ

zgodne z symetrią odwrócenia czasu). Parametr θ ma
związek z kątem aksjonowym wprowadzonym w ûzyce
wysokich energii w celu rozwiązania problemu niełama-
nia parzystości kombinowanej CP przez oddziaływania
silne,7 oraz z analogicznym kątem wprowadzonym cał-
kiem niedawno w elektrodynamicznej teorii silnie topo-
logicznych izolatorów przez Xiao-Liang Qi, Taylora Hug-
hesa i Shouchenga Zhanga (Qi i inni, 2008); w tej teo-
rii przyjmuje on wartość θ = 0 w przypadku nietopolo-
gicznych izolatorów respektujących symetrię odwróce-
nia czasu i wartość θ = π w przypadku trójwymiaro-
wych silnie topologicznych izolatorów zachowujących
tę symetrię. Odkrycie możliwości występowania członu
θ w lagranżowskim sformułowaniu teorii pola jednowy-
miarowych antyferromagnetykówwydaje się cezurą, po
której lagranżowskie sformułowanie stało się powszech-
nie stosowanym w teoretycznej kwantowej ûzyce mate-
rii skondensowanej i jest obecnie standardowym narzę-
dziem uzupełniającym podejście hamiltonowskie.

Prosty modelowy stan, ujmujący istotę oddzielo-
nego przerwą od reszty widma stanu jednowymiaro-
wego antyferromagnetyka zbudowanego ze spinów cał-
kowitych, został później skonstruowany przez Iana Af-
�ecka, Toma Kennedy’ego, Hala Tasaki i Elliota Lieba
(Aøeck i inni, 1987). Jest to także ścisły stan podsta-
wowy zmodyûkowanego zabawkowego modelu AKLT.
Przykład ten jest wyjątkowo pouczający, gdyż pokazuje
szczególność natury kwantowego splątania stanu topo-
logicznego. W konstrukcji AKLT obiekt o spinie 1 jest
przedstawiony jako symetryczny stan dwóch spinów 1

2 ,
półspinów, z których każdy, przez sparowanie się z jed-
nym z sąsiadujących z nim półspinów, może tworzyć
splątany stan singletowy

∣Ψ⟩ = 1√
2
(∣ ↑↓⟩ − ∣ ↓↑⟩)

wiązania walencyjnego. Jeśli końce łańcucha spinów S =
1 są swobodne (tzn. jest on otwarty), to na każdym
z nich pozostaje jeden niesparowany spin 1

2 . Model ten
ujawnia zasadniczo splątaną naturę stanu [łańcucha spi-
nów całkowitych]: jeśli łańcuch taki rozetniemy na dwie
części, po obu stronach rozcięcia pojawią się niesparo-
wane spinowe stopnie swobody o S = 1

2 . Spektrum spląta-

nia takiego modelowego stanu jest wiec bardzo charak-
terystycznym prostym spektrum pojedynczego dubletu
spinów 1

2 (Li i Halddane, 2008). To, że wszystkie stany
w widmie splątania są dubletami i że na swobodnych

7. O aksjonach i roli kąta θ w ûzyce wysokich energii zob. wykład
noblowski Franka Wilczka Postępy Fizyki 56 (4), 154 (2005) (przyp.
tłum.).

końcach długiego otwartego łańcucha spinów zlokalizo-
wane są lokalne stopnie swobody spinu 1

2 (ryc. 8), jest
cechą wszystkich stanów należących do tej samej topo-
logicznej klasy stanów comodelowy stan AKLT, włącza-
jąc w to także standardowy antyferromagnetyk Heisen-
berga zbudowany ze spinów S = 1, który badałem wcze-
śniej.

Ryc. 8. W konstrukcji AKLT stanu podstawowego układu spinów S = 1,
każdy spin S = 1 jest traktowany jak symetryczna kombinacja dwóch
półspinów S = 1

2 , z których jeden tworzy singletowe wiązanie walencyjne
z półspinem sąsiadującym z nim z prawej strony, a drugi z półspinem sąsia-
dującym z nim z lewej strony. Na każdym z otwartych krańców łańcucha
pozostaje niesparowany jeden spin S = 1

2 i widmo splątania składa się
z pojedynczego dubletu

Mimo iż na końcach każdego łańcucha całkowi-
tych spinów S istnieją lokalne stopnie swobody spinów
1
2 S i ponieważ elementarnymi wzbudzeniami całego
układu, oddzielonymi od stanu podstawowego przerwą,
są magnony o spinie 1, których stany mogą być zlokali-
zowane na krańcach łańcucha, spiny tam ulokowane są
topologicznie chronione tylko wtedy, gdy S jest niepa-

rzystą liczbą całkowitą. Ostateczna klasyûkacja (Chen
i inni, 2013) jest więc taka, że tylko stan łańcucha spi-
nów o S będącym nieparzystą liczbą całkowitą jest chro-
nionym przez symetrię (symetrią tą jest albo symetria
względem odwrócenia czasu lub symetria względem od-
bicia przestrzennego) stanem topologicznym (czyli tzw.
stanem SPT) charakteryzującym się typową podwójną
degeneracją stanów w widmie splątania.

Wieloletnie badania topologicznego stanu antyferro-
magnetyka Heisenberga zbudowanego ze spinów S = 1
okazały się niezwykle owocne. Szczegółowe badanie
jego topologicznej stabilności doprowadziło do podania
przez Xiao-Gang Wena i współpracowników (Chen i
inni, 2013) jednolitej klasyûkacji chronionych przez sy-
metrię stanów topologicznych zarówno w jednym, jak
i w większej liczbie wymiarów. Ponadto spektrum splą-
tania takiego stanu jest głównym elementem grupy re-

normalizacji macierzy gęstości (White, 1992) i technik
opartych na stanach macierzowo iloczynowych, które zo-
stały rozwinięte częściowow celu testowania i sprawdza-
nia tzw. hipotezyHaldane’a. Cechy nieoczekiwanie chro-
nionych topologicznie stanówbrzegowych ujawniają się
wciąż na nowo w związku z topologicznymi stanami ma-

terii, np. przy okazji tzw. modówMajorany, które wystę-
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pują na brzegach topologicznych nadprzewodzącychwi-
rów; prosty zabawkowy model takich stanów, odgrywa-
jący podobną rolę co model AKLT, podał Kitajew (Ki-
tayev, 2001). Stany te są obecnie uznawane za możliwe
podłoże, na którym można będzie zrealizować przyszłe
topologiczno-kwantowe przetwarzanie informacji. Roz-
wój ûzyki materii skondensowanej, jaki wyniknął z nie-
oczekiwanego odkrycia około roku 1980 topologicznych
faz materii, okazał się zaskakująco bogaty!

Patrząc wstecz na to, jak rozwinęła się dziedzina
topologicznej kwantowej materii, którą zainicjowały
tamte odkrycia uderza mnie, jak ważne w odkrywaniu
nowej ûzyki było wykorzystanie zabawkowych modeli
ilustrujących samą istotę rozpatrywanych problemów.
Zwykło się myśleć o modelach jednowymiarowych, że
są one tylko „zadaniami domowymi”, które trzeba odro-
bić przed przystąpieniem do badania rzeczywistych trój-
wymiarowych układów.W istocie, częściowo z powodu
tego, że skutki kwantowych �uktuacji są najbardziej
spektakularne w układach niskowymiarowych, właśnie
taki sposób postępowania umożliwił odkrycie wielu in-
teresujących zjawisk i stworzenie zupełnie nowego spo-
sóbu patrzenia na ûzykęmaterii skondensowanej i egzo-
tyczne stany topologiczne.

Przypadł mi w udziale przywilej uczestniczenia
w otwarciu nowej dziedziny, do której wielu innych
przyczyniło się zdumiewającymi odkryciami i która do-
prowadziła do marzeń o nowych kwantowych techno-
logiach przetwarzania infomacji. Dziękuję Królewskiej
Szwedzkiej Akademii Nauk za uhonorowanie moich
współlaureatów oraz mnie samego i tym samym całej
tej ekscytującej dziedziny ûzyki.
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odeszła od nas 4 sierpnia 2020 roku po ciężkiej choro-
bie. Karierę naukową rozpoczęła badaniami w dziedzi-
nie teorii cząstek i oddziaływań elementarnych, by na-
stępnie całkowicie poświęcić uwagę zagadnieniom dy-
daktyki ûzyki. Przez wiele lat kierowała Zakładem Dy-
daktyki Fizyki Wydziału Fizyki UW. Aktywnie uczest-
niczyław poszukiwaniach nowych sposobównauczania
ûzyki. Przygotowała do pracyw szkole wielu nauczycieli
ûzyki i przyrody.

Równolegle przez 30 lat (1982-2012) była redakto-
rem naszego czasopisma. Dzięki jej wiedzy meryto-
rycznej, doświadczeniu, skrupulatności, dokładności,
cierpliwości i doskonałemu wyczuciu słowa pisanego
w Postępach Fizyki ukazywały się przez te wszystkie
lata teksty świetnie zredagowane przez Magdę Staszel
i przygotowane do publikacji na najwyższym pozio-
mie edytorskim.

Redakcja PF

Wspomnienie o doktor Magdalenie Staszel

Magda swoje życie poświęciła ûzyce i jej nauczaniu.Wy-
dział Fizyki UW był Jej drugim domem. Ze względu
na olbrzymią wiedzę i wieloletnie doświadczenie pro-
wadziła zajęcia jeszcze długo po przejściu na emery-
turę. Zawsze dawała jasno do zrozumienia, że pracuje
dla frajdy z nauczania ûzyki, a nie dla wynagrodzenia.
Każdy mógł liczyć na Jej bezinteresowną pomoc, kole-
żeńską radę.

Magda zajmowała się początkowo teorią ûzyki czą-
stek i oddziaływań elementarnych, głównie reakcjami
hadronowymi, a następnie funkcją struktury fotonu. Ra-
zem z Tadeuszem Pniewskim współtworzyła następnie
Zakład Dydaktyki Fizyki, którego była wieloletnim kie-
rownikiem. Przez dziesiątki lat prowadziławykłady, ćwi-
czenia, pracownie, seminaria i warsztaty poświęcone dy-
daktyce ûzyki. Pojęciu energii w edukacji poświęciła sze-
reg publikacji i wystąpień na międzynarodowych kon-
ferencjach. Tworzyła pracownie dydaktyki ûzyki i przy-
rody, w tym również w ramach projektu europejskiego
oraz Międzywydziałowego Podyplomowego Studium
Nauczania Przyrody. Regularnie prezentowała ûzyczne
zabawki na Festiwalu Nauki i Pikniku Naukowym.
Przez wiele lat uczestniczyła w pracach Redakcji Postę-
pów Fizyki, a także Polskiego Towarzystwa Fizycznego.

Była członkiem Rady Programowo-Redakcyjnej Pol-
skiego Stowarzyszenia Nauczycieli Przedmiotów Przy-
rodniczych.

Magdo, brakuje nam Twojego uśmiechu, pozytyw-
nego nastawienia, rozmów o dydaktyce. Tych chwil, gdy
wyjmowałaś ze swojego archiwum opracowania zagad-
nień dla naszych studentów, przyszłych nauczycieli, a ze
skrzynki – twoje fantastyczne zabawki ûzyczne.

Piotr Nieżurawski,

Zakład i Pracownia Dydaktyki Fizyki

Wydziału Fizyki UW

Pożegnanie Magdy

Z Magdą miałam przyjemność pracować ponad 30 lat
w Zakładzie Dydaktyki Fizyki utworzonym wcześniej
przez Magdę oraz Tadeusza Pniewskiego. Pamiętam,
że postanowiłam współpracować z zespołem tego Za-
kładu, kiedy zobaczyłam jej fascynujące pokazy doty-
czące ruchu falowego dla nauczycieli ûzyki. Ciepło przy-
jęta przez Magdę korzystałam z Jej cennych rad i wszel-
kiego rodzaju wsparcia. Magda była mądra, opanowana,
cierpliwa i ciepła, zawsze pomagała mi rozwikłać wszel-
kie wątpliwości natury merytorycznej, wszak wcześniej
prowadziła badania o dużym ciężarze gatunkowym z za-
kresu ûzyki teoretycznej.

Z inicjatywy Magdy podjęliśmy współpracę z cze-
skim Uniwersytetem Karola w Pradze. Przez 10 lat na
Targu Pomysłów Nauczycieli (w j. czeskim pomysły to
napady) w Pradze demonstrowałyśmy nasze doświad-
czenia – w j. czeskim pokusy. Profesor Rużena Kolażowa
z Uniwersytetu Karola zawsze czuwała nad tym, bym
przyjeżdżała zMagduszką.Niezwykle ceniłaMagdywie-
dzę i życzliwość do studentów oraz współpracowników.

Najdłuższa nasza współpraca dotyczyła tworzenia
programów oraz prowadzenia zajęć w Międzywydzia-
łowym Podyplomowym Studium Nauczania Przyrody.
Uczestniczyłyśmy w pracach Rady Programowej oraz
prowadziłyśmy laboratorium. Magda z zapałem plano-
wała i realizowała ciekawe eksperymenty, mając przy
tym duże doświadczenie, ponieważ wcześniej uczest-
niczyła w organizowaniu pierwszych Pikników Nauko-
wych i Festiwali Nauki, gdzie demonstrowała zabawki
ûzyczne, których posiadała wielką skrzynię. Na wszyst-
kich zagranicznych konferencjach poszukiwała cieka-
wych zabawek ûzycznych.

POSTĘPY FIZYKI TOM 72 ZESZYT 1 ROK 2021
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Będąc już na emeryturze, towarzyszyła mi w prowa-
dzeniu zajęć laboratoryjnych w ostatniej edycji stacjo-
narnych zajęć dla studentów przyrodników, tj. do końca
semestru letniego 2019. Stwierdziła wtedy z radością, że
była to dla Niej najwspanialsza przygoda życiowa. Prze-
kazałam nawet Madzi dokumenty związane z naszymi
ostatnimi zajęciami z nadzieją, że będzie ich kontynu-
acja. . . Powiedziaławówczas „nie jestemPanią życia”, ale
z uśmiechem, jak zawsze to czyniła, zapewniała, że po te-
rapii czuje się lepiej i nie wyklucza powrotu na uczelnię.

Droga Madziu, jesteśmy Ci wdzięczni za Twoje mą-
dre rady, ciepłe słowa, ciekawe pomysły, które przyno-
szą i będą przynosiły owoce w pracy naszych absolwen-
tów – nauczycieli ûzyki i przyrody. Zostaniesz dla nas
wzorem nauczyciela ûzyki i przyrody a zarazem, jak po-
wiedział profesor Kotarbiński, wzorem nauczyciela spo-
legliwego. W języku czeskim spolegliwy znaczy godny
zaufania. Ty Madziu byłaś godna zaufania, dobra, o czu-
łym sercu, wrażliwa na cudze potrzeby i skłonna do po-
mocy. Dziękujemy Ci za to, taką Cię zapamiętamy.

Stefania Elbanowska-Ciemuchowska

Moja przyjaciółka Madzia — skrawki wspomnień

Niedługo przed śmiercią przysłała mi koperty ze zdję-
ciami. Te koperty to cała Madzia, bardzo starannie upo-
rządkowane, opisane datami i miejscami. Na niektó-
rych fotograûach widnieje również ona. Są to pamiątki
z naszych wyjazdów na cykliczne spotkania GIREP (In-
ternational Research Group on Physics Teaching). Naj-
wcześniejsze zdjęcie, jakie mam, jest datowane 1993. Na
pewno raz albo i dwa wybrałyśmy się tam moim ma-
luchem (Fiat 126). Mnie się wtedy wydawało, że Ma-

dzia miała jakiś rys czarnowidztwa w stylu "to się nie
uda”, „nie znajdziemy hotelu"itp. Miała zawsze w podró-
żach taką walizeczkę ojca, a w niej wszystko starannie
poukładane, posegregowane. Zazdrościłam jej tej wali-
zeczki, ale mnie, na mój bałagan, nawet taka walizeczka
by nie pomogła. Można powiedzieć, że „zjadłyśmy ra-
zem beczkę soli”.

Rozmawiałam z nią przez telefon stosunkowo nie-
długo przed jej odejściem. Zawsze brzmiała jak skowro-
nek, mówiła że jest OK, że radzi sobie. Ja byłam upierdli-
wie nachalna i namawiałam ją, by ułatwiała sobie życie,
np. by zamawiała karmę dla 4 kotów z dostawą do domu,
miałam nawet jakiś żal do jej kolegów z pracy, że nikt jej
w tym nie pomoże! Madzia nie była za grosz asertywna
(tak mi się wydaje), a jednocześnie nie chciała nikomu
robić kłopotu.

Myślała zawsze dogłębnie.Niesłychanie przejrzyście,
uporządkowanie prowadziła notatki i przygotowywała
materiały dla studentów. Przyjaźniłyśmy się, łączyła
nas przeszłość „cząstkowa” (obie rozpoczynałyśmy przy-
godę z ûzyką od ûzyki wysokich energii), a później dy-
daktyka ûzyki. Bardzo się różniłyśmy, ja zawsze rozwi-
chrzona, nieuporządkowana, Ona przeciwnie. Pewnie
musiałam ją często irytować, ale nigdy nie dała mi tego
poznać; zdając sobie z tego sprawę byłam jej za to bardzo
wdzięczna. Mówiła do mnie Słonko lub Słoneczko.

Ze dwa, a może i więcej razy spędziłyśmy dwutygo-
dniowe wakacje wmojej wiejskiej chatce. Pamiętam, jak
uciekałyśmy przed krową, a chyba nie raz przed burzą.
To były cudne chwile, nie zawsze musiałyśmy wiele mó-
wić, bo świetnie rozumiałyśmy się bez słów.Mało z kim
było mi tak dobrze.

Zoûa Gołąb-Meyer
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Profesor dr hab.  Andrzej Kajetan Wróblewski  
fizyk i historyk fizyki, absolwent Uniwersytetu Warszawskiego, 
gdzie pracuje od roku 1954, obecnie jako profesor emerytowany. 
W latach 1986–1989 pełnił funkcję dziekana Wydziału Fizyki, 
a w latach 1989–1993 był rektorem Uniwersytetu Warszawskiego. 
■ �Członek: Polskiej Akademii Nauk, Polskiej Akademii Umiejęt-

ności, Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Polskiego 
Towarzystwa Fizycznego i Polskiego Towarzystwa Astro- 
nomicznego. 

■ �Laureat: Nagrody Marii Skłodowskiej-Curie, Medalu Mariana 
Smoluchowskiego. 
■ �Doktor honoris causa uniwersytetów: Chapmana (Orange, 

USA), Glasgow (Szkocja), Siegen (Niemcy), Politechniki War-
szawskiej, Uniwersytetu Jana Kochanowskiego. 

■ �Autor wielu prac naukowych z fizyki wielkich energii i historii 
fizyki, w tym Historii fizyki (PWN 2006) cieszącej się ogromnym 
uznaniem Czytelników, a także książek popularnonaukowych 
Prawda i mity w fizyce (Iskry 1987) oraz 300 uczonych prywat-
nie i na wesoło t. 1, 2 (Prószyński Media). 

■ �Współautor wraz z prof. Januszem A. Zakrzewskim dwutomo-
wego, nowatorskiego podręcznika akademickiego Wstęp do 
fizyki (wydawanego przez PWN w latach  1976–1991). 

HISTORIA FIZYKI W POLSCE to kompleksowy 
opis rozwoju fizyki od początków naszej państwowości, aż do 
czasów współczesnych. Autor prezentuje rozwój polskich badań 
w dziedzinie fizyki na tle historii nauki europejskiej, a także 
historii szkolnictwa uniwersyteckiego w Europie. Publikacja 
składa się z czterech części: pierwsza obejmuje okres do utraty 
niepodległości w roku 1795, druga poświęcona jest rozwojowi fizyki 
na ziemiach polskich w okresie zaborów, trzecia dotyczy polskiej 
fizyki w okresie międzywojennym, czwarta zaś to historia fizyki 
w Polsce po 1945 roku. 

Czytając tę książkę: 

■ �poznajemy mało znane fakty z życia polskich uczonych mających 
wpływ na rozwój rodzimej, jak i światowej fizyki, 

■ �uświadamiamy sobie, z jakimi trudnościami i ograniczeniami 
technologicznymi oraz geopolitycznymi musieli zmagać się 
polscy fizycy,

■ �dowiadujemy się, jak polska nauka wyglądała na tle rozwiązań 
światowych oraz jaki był wkład polskich fizyków w rozwój nauki 
i kultury światowej.

Całość wzbogacono o biogramy fizyków oraz nierzadko humo­
rystyczne cytaty z ich opracowań naukowych. 

Publikacja skierowana jest do studentów nauk ścisłych i przy­
rodniczych oraz pracowników naukowo-dydaktycznych w tych 
dziedzinach. Polecamy ją także profesjonalistom i pasjonatom 
historii nauki, filozofii i kultury.    

ANDRZEJ KAJETANWRÓBLEWSKI

HISTORIA
F I ZYK I
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Książka Teodora Maimana ODYSEJA LASEROWA 
jest wyjątkowa pod kilku względami. Po pierwsze, 
trafia ona do polskiego czytelnika po sześćdziesię-
ciu  latach od zbudowania pierwszego lasera emi-
tującego światło widzialne – impulsowego lasera 
rubinowego. Jest to świetna okazja aby spojrzeć 
na to odkrycie z pewnego dystansu. Po drugie, 
autorem książki jest sam odkrywca, co gwaran-
tuje relację „z pierwszej ręki” najlepszego możliwe-
go eksperta. Po trzecie, książka bardzo szeroko 
przedstawia tło i okoliczności towarzyszące temu 
odkryciu. Ujawnienie powiązań wielkiego biznesu 
i uwikłań nauki, a także ukazanie jakże romantycz-
nej postawy osamotnionego badacza idącego pod 
prąd establishmentu i ostatecznie odnoszącego 
sukces, to wielka wartość tej książki. 

Z recenzji  
prof. dr. hab. Wojciecha Gawlika 

Wydział Fizyki Astronomii i Informatyki Stosowanej UJ

Patroni medialni: LASEROWA
ODYSEJA

Theodore H. Maiman

Patroni medialni: LASEROWA
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Theodore H. Maiman
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