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»Ostry metal”, czyli od piorunochronu do
oddzialywania §wiatlo-materia w pikownekach

Krzysztof M. Czajkowski
Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski*

Streszczenie. Swiatlo jest dla nas cennym zrédtem informacji o $wiecie, ktory nas otacza niezaleznie od skali dzieki temu,
ze oddziatuje ono z materig. Jednym z wyzwan naukowych XXI wieku bez watpienia jest ksztaltowanie tego oddziatywania.
W niniejszym artykule przedstawie metode realizacji silnego sprzg¢zenia $§wiatto—materia, jak jest zastosowanie wnek
optycznych, z uwzglednieniem intrygujacego przypadku pikownek plazmonicznych, czyli tytulowych ,,ostrych metali”
Stowa kluczowe: nanotechnologia, wneki rezonansowe, optyka, oddzialywanie $wiatlo-materia

Abstract. Light is a valuable source of information of the surrounding world as a consequence of light-matter interactions.
One of the major challenges in contemporary science is shaping those interactions. In this article, I present a method of
reaching strong light-matter coupling regime using optical cavities with special focus on the case of plasmonic picocavities,

which are formed by sharp metallic features.

Keywords: nanotechnology, resonant cavities, optics, light-matter interactions

1. Wstep

Swiatlo jest dla nas cennym zrédlem informacji o $wie-
cie, ktory nas otacza, niezaleznie od rozmiaréw bada-
nych obiektéw dzigki temu, ze oddzialuje ono z mate-
rig. Codziennie dokonujemy réznych obserwacji z tym
zwigzanych np. dostrzegamy zielony kolor trawy czy ble-
kit nieba. Podobnie przebiegaja eksperymenty w labo-
ratoriach badawczych. Dysponujemy spektrometrami
mierzacymi widmo (rozumiane jako zalezno$¢ nateze-
nia od dlugosci fali) $wiatta podczerwonego absorbo-
wanego przez czasteczki wody czy zwigzkéw organicz-
nych, co pozwala okregli¢, w jaki sposdb drgaja te cza-
steczki i zidentyfikowa¢ ich budowe chemiczna na tej
podstawie. Mamy tez gigantyczne teleskopy, ktore do-
starczajg wiedzy o tym, z jakich pierwiastkow skladaja
sie gwiazdy poprzez badanie emitowanego przez nie
swiatla. Te niezwykle obserwacje s3 mozliwe wiasnie
dzigki oddzialywaniu $wiatla z materia. Jednym z wy-
zwan naukowych XXI wieku bez watpienia jest wykorzy-
stanie tego oddzialywania w praktyce. Z jednej strony
w nadchodzacej dobie informatyki kwantowej potrze-
bujemy Zrédel $wiatla umozliwiajacych badania ekspe-
rymentalne nad optyka kwantowas, z drugiej za$ strony
chcemy jeszcze lepiej wykorzystywa¢ §wiatlo do groma-
dzenia wiedzy o wlasno$ciach materii i jej oddzialywa-
niu ze $wiattem w nanoskali, gdzie rzadzg reguty dyk-
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towane przez mechanike kwantowa. W artykule przed-
stawie metode ksztaltowania oddzialywania, jaka jest
zastosowanie wnek optycznych, uwzgledniajac intrygu-
jacy przypadek pikownek plazmonicznych, tj. ,,ostrych
metali”.

Aby zrozumie¢, czym jest wneka optyczna i w jaki
sposob jej uzycie pomaga we wzmocnieniu oddziatywa-
nia $wiatla z materig, nalezy najpierw zrozumie¢ zltotg
regule Fermiego, ktéra mozna bez watpienia nazwac ,,re-
gulg kciuka” dla oddzialywania $wiatto-materia w na-
noskali. W tym celu rozpatrzymy szczegdlny efekt
tego oddzialywania jakim jest emisja spontaniczna. Jest
to proces przejscia ze stanu wzbudzonego czasteczki
lub kropki kwantowej (tj. nanoczgstki pétprzewodniko-
wej bedacej wydajnym emiterem $wiatla) do nizszego
stanu energetycznego, ktéremu towarzyszy wyemitowa-
nie réznicy energii w formie $wiatla. Zlota reguta Fer-
miego okresla prawdopodobienstwo przejscia na jed-
nostke czasu miedzy dwoma stanami ukiadu kwanto-
wego (materii w postaci np. czgsteczki czy kropki kwan-
towej) w wyniku oddzialywania ze $wiatlem i wyraza
sie wzorem (uwaga dla czujnych fizykdw: stosuje tu sfor-
mulowanie zfotej reguly Fermiego, w przyblizeniu dipo-
lowym, przy zatozeniu, ze zaburzeniem jest fala elektro-
magnetyczna) [1]

y:P(w)|j'E(?2miter)|2 (1)
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gdzie y to prawdopodobienstwo przejscia na jednostke
czasu, p to gesto$¢ stanow fotonowych dla czestotliwo-
$ci $wiatla pobudzajgcego réwnej w na jednostke objeto-
éci, d to moment dipolowy zwigzany z przejéciem, zas E
to natezenie pola elektrycznego $wiatta pobudzajacego
w polozeniu czgsteczki (Fepmiter)-

Za gléwna obserwacje zwigzang ze zlotg regula Fer-
miego nalezy uznac¢ to, ze prawdopodobienstwo emisji
zalezy nie tylko od wiasciwo$ci samej materii, z ktora
oddziatuje $wiatlo, ale réwniez od wlasciwosci otocze-
nia, ktdre nalezy uksztaltowaé w taki sposdb, aby umoz-
liwialo zatrzymanie $wiatta we wnece jak najdluzej
(tzw. przekrycie widmowe) oraz by pole w miejscu emi-
tera bylo maksymalnie wzmocnione (tzw. przekrycie
przestrzenne). Ten pierwszy warunek stosunkowo la-
two spelni¢ uzywajac pary luster (rys. la). Jest to naj-
prostszy przyklad optycznej wneki rezonansowej, czyli
przyrzadu stuzacego do wzmacniania oddzialywania
$wiatlo-materia. Zastosowanie wnek rezonansowych
pozwala na ksztaltowanie zaréwno natg¢zenia pola, jak
i gestoéci stanow. O ile natezenie pola elektrycznego
to intuicyjna wielko$¢ i tatwo sobie wyobrazi¢, jak np.
zwierciadlo wkleste skupia $wiatlo na niewielkich obsza-
rach zwiekszajac w ten sposéb natezenie pola, tak ge-
sto$¢ standw, szczegdlnie w odniesieniu do $wiatla, jest
wielko$cig nieintuicyjna.

Swiatto rozchodzace si¢ swobodnie na duzym ob-
szarze posiada okre$lona gestos¢ stanow wynikajaca
z kwantowej natury $wiatta. Wneki rezonansowe zwigk-
szaja gestos¢ stanow dla konkretnych czestotliwosci po-
przez ograniczenie mozliwoéci propagacji fal niespet-
niajacych zadanych warunkéw. Dobrym przykladem
jest drgajaca struna. W jej punktach zaczepienia wy-
tworzona fala musi mie¢ zerowg warto$¢ przemiesz-
czenia (tzw. wezel), co naklada warunek na czestotli-
wos¢ takiej fali. Podobnie, zerowe natezenie pola elek-
trycznego znajduje si¢ na granicy powietrza i zwier-
ciadfa. Uklad zlozony z dwdch zwierciadel w analo-
gii do zaczepionej w dwdch punktach struny umoz-
liwia rozchodzenie si¢ miedzy zwierciadtami $wiatla
wylacznie o okreslonych czestotliwos$ciach. Jeéli jedna
z tych czgstotliwosci pokrywa si¢ z energia przejscia
emitera, mamy do czynienia ze zwiekszonym prawdo-
podobienstwem emisji w mysl ztotej reguly Fermiego.
Foton (pojedynczy kwant $wiatla), ktdry trafi do wneki
moze odbi¢ si¢ od jednego ze zwierciadet, a nastep-
nie przemiesci¢ si¢ do drugiego zwierciadla i odbi¢
od niego. I tak w nieskoficzono$¢, przynajmniej w teo-
rii. W praktyce nawet znakomite zwierciadla z pew-
nym prawdopodobienstwem absorbujg lub (rzadziej)
przepuszczaja $wiatto, co sprawia, ze $wiatto opusz-
cza wneke, co obniza gesto$¢ standw i poszerza za-
kres dopuszczalnych czestotliwosci $wiatla (rys. 1b).

W uproszczeniu miarg sprzezenia §wiatlo-materia jest
czynnik
Wo

VI’

w ktéorym oprocz polozenia w, oraz szerokosci wid-
mowej rezonansu I' (odwrotnie proporcjonalnej do

2)

czasu zycia fotonu we wnece) role odgrywa tzw. ob-
jetos¢ modowa V, ktéra jest tym mniejsza im bar-
dziej skoncentrowane jest pole elektryczne. Warto
nadmienié, ze to wladnie ta ostatnia wielko$¢ spra-
wia, ze naukowcy daza do wytwarzania wnek o nie-
wielkich rozmiarach i silnie skupionym polu ele-
ktrycznym.

a) b)

NUZ

Ryc. 1. Schematyczna reprezentacja oddzialywania §wiatto-materia we
wnekach rezonansowych: a) w molekule (niebieskiej sferze) zachodzi przej-
$cie ze stanu wzbudzonego do podstawowego skutkujace emisjg sponta-
niczng $wiatla utrzymywanego we wnece, b) gestos¢ standw optycznych
jest zwigkszona w poblizu diugosci fali spetniajgcej warunek rezonansu
(poszerzenie widmowe wynika ze strat we wnece)

Mimo tego, ze we wnekach rezonansowych naste-
puja straty energii, eksperymentalnie mozliwe jest uzy-
skanie nadzwyczaj dlugiego czasu od pojawienia si¢ do
yucieczki” fotonu z wneki — okoto 130 ms. Pozornie to
krotko, ale swiatlo jest bardzo szybkie (odleglos¢, ktora
przebedzie w tym czasie foton, to okolo 40 tys. km,
czyli ponad 6 razy wigksza od promieia Ziemi). W prak-
tyce jest to dostatecznie diugo, by wykona¢ w tym
czasie wiele intrygujacych eksperymentéw zwigzanych
z kwantowg naturg $§wiatla. Poprzez oddzialywanie $wia-
tla z atomami umieszczonymi we wnece mozliwe jest
badanie kwantowego stanu, w jakim znajduje si¢ $wia-
tlo i obserwowanie procesu dekoherencji, czyli utraty
informacji o kwantowym stanie $§wiatlta w wyniku jego
oddzialywania z otoczeniem. Badania te zostaly nagro-
dzone w roku 2012 nagroda Nobla z fizyki [2]. Skiada-
jace si¢ na nie eksperymenty prowadzone byly w eks-
tremalnych warunkach, m.in. zwierciadta wneki wyko-
nane byly z nadprzewodnika, temperatura zas, w jakiej
je wykonano, byla istotnie ponizej 1 kelwina. Jedng z sil-
nych motywacji do dalszych badan jest zatem obserwa-
cja efektéw kwantowych w warunkach blizszych poko-
jowym.



4 K. M. Czajkowski, ,,Ostry metal”, czyli od piorunochronu do oddziatywania swiatto-materia w pikownegkach

2. Pélprzewodnikowe wneki rezonansowe
i ich zastosowania

Podstawowy element klasycznych wnek rezonan-
sowych stanowig zwierciadta. Typowe zwierciadta
optyczne sa wykonane z cienkiej warstwy metalu
umieszczonej na szklanym podlozu i odbijaja okoto
95% Swiatla. Nowoczesne techniki wytwarzania cien-
kich warstw pozwalajg na uzyskanie grubosci nawet
kilku nanometréw dla wielu materialéw potprzewodni-
kowych. Z cienkich warstw takich materialéw mozliwe
jest uzyskanie tzw. zwieciadel Bragga (ang. distributed
Bragg reflector, DBR), ktdre dla waskiego zakresu dlu-
gosci fali wykazujg wspétczynnik odbicia powyzej 99%
(rys. 2a). Wneki optyczne zlozone z pary zwierciadet
DBR rozdzielonej cienka warstwg potprzewodnika, tzw.
mikrowneki stanowily i nadal stanowia zZrédlo niezwy-
kle ciekawych eksperymentéw zwigzanych z oddzialy-
waniem $wiatto-materia.

Mikrowneki moga postuzy¢ do ksztattowania pro-
cesu emisji pod wzgledem wydajnosci i rozktadu ka-
towego emitowanego promieniowania, co sprawia, ze
sa stosowane jako elementy Zrédel swiatla np. laserow.
Szczegblnym przykladem sg wydajne zrodla pojedyn-
czych fotondw, ktore sg niezbedne do realizacji ekspe-
rymentéw zwigzanych z optyka kwantowa. Takie zro-
dfa cechuje to, ze w odrdznieniu od np. emisji termicz-
nej z wolframowego drutu zaréwki w danej chwili czasu
emitowany jest co najwyzej jeden foton. Pozwala to
na badanie kwantowych wlasciwosci $wiatta. Standar-
dowe zrédta pojedynczych fotonow wykorzystujg zjawi-
sko spontanicznej parametrycznej konwersji w dot (ang.
spontaneous downconversion, SPDC). Ich wada jest ni-
ska wydajno$¢ emisji, a zaletg — Ze jest to dobrze po-
znana technologia, emitowaé za§ mozna réwniez spla-
tane pary fotondéw. Alternatywa moze by¢ uzycie kro-
pek kwantowych, ktére cechuje niezwykle wysoka wy-
dajnos¢, ale problemem jest to, ze emisja z kropek kwan-
towych nastepuje izotropowo (identycznie dla kazdego
kata obserwacji). Umieszczenie kropki w mikrownece
skutkuje istotnym wzmocnieniem wydajnosci ekstrak-
cji $wiatla, ale uzyskanie splatanego stanu wymaga uzy-
cia pary mikrownek w formie stupkéw, dla ktérych moz-
liwe jest ksztaltowanie procesu emisji poprzez rozmiar
stupkéw i ich wzajemng odlegtos¢ [3].

Innym przykladem zastosowania mikrownek jest
wytwarzanie uktadéw optycznych imitujgcych zachowa-
nia ztozonych ukladéw kwantowych wystepujacych w fi-
zyce ciala stalego. W tym roku polscy naukowcy zapre-
zentowali uklad wykorzystujacy mikrowneke, w ktérym
zachowanie polaryzacji $wiatla przypomina oddzialy-
wanie spin-orbita [4]. Wewnatrz mikrowneki umiescili
oni ciekly krysztal, ktory jest materialem o dwujlom-

nosci zmienianej przyktadanym do komorki ciektokrys-
talicznej napieciem. Dwujlomno$¢ polega na tym, ze
wspolczynnik zatamania $wiatla zalezy od polaryzacji
$wiatla padajacego na dany material. Wykorzystujac po-
laryzacje $wiatla jako analog spinu elektronu udalo sie
odtworzy¢ hamiltoniany Raaschby-Dresselhausa i Ze-
emana. Te badania moga w przysztosci pozwoli¢ na lep-
sze zrozumienie ukladéw kwantowych cechujacych sie
oddziatywaniem spin-orbita.

a) b)

c) d)

Ryc. 2. Wneki rezonansowe omdéwione w niniejszej pracy: a) potprzewod-
nikowe zwierciadlo Bragga, b) zlota nanosfera, c) ztoty nanopryzmat, d)
nanosfera nad zwierciadlem

3. Od piorunochronu do oddzialywania
$wiatlo-materia w pikownekach

Mikrowneki wzmacniajg oddzialywanie $wiatla z mate-
rig gléwnie ze wzgledu na niezwykle male straty. Dal-
sze zwigkszenie tego oddzialywania wymaga manipula-
cji parametrem V w réwnaniu 2, czyli objetoscia mo-
dowa, co nie jest fatwe w przypadku mikrownek. Jako
alternatywne rozwigzanie zaproponowano nanoczastki
z metali szlachetnych, ktore sg zdolne do skupiania $wia-
tla na obszarach duzo mniejszych niz dtugos¢ fali $wia-
tla widzialnego sprawiajac, ze objetosci modowe sg duzo
mniejsze niz w mikrownekach (rys. 2b-d).

W uproszczeniu modelem nanoczgstki moze by¢
mala sfera umieszczona w statym polu elektrycznym.
Prosty model matematyczny opisujacy nanoczastke
z metalu pokazuje, ze szeroko$¢ rezonansu w wid-
mie ekstynkcji $wiatla (ekstynkcja to suma natezen
$wiatla rozproszonego i zaabsorbowanego przez nano-
czastke) zalezy, w przyblizeniu, gléwnie od materiatu
— na podstawie danych eksperymentalnych dla srebra
mozna pokazad, ze szeroko$¢ rezonansu to okoto 200
meV. Dla poréwnania, w mikrowngkach mozna uzy-
ska¢ warto$ci wynoszace ponizej 1 meV. Sferyczne na-
noczastki cechujg sie zbyt duzymi objeto$ciami modo-
wymi, aby mozna bylo zaobserwowac silne sprzezenie
$wiatto—-materia. Doprowadzilo to do poszukiwania me-
talicznych wnek rezonansowych o znacznie mniejszych
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objetos$ciach modowych, ktore cechuje strukturyzacja
w skali pojedynczych atomoéw.

Metale odroéznia od pétprzewodnikéw to, ze maja
duza koncentracje tzw. swobodnych elektronéw. Maja
one tendencje do ekranowania objeto$ci przewod-
nika, czyli gromadzenia si¢ elektronéw na powierzchni
i w konsekwencji niwelowania pola elektrycznego we-
wnatrz. Elektrony na powierzchni odpychajg si¢ od sie-
bie. To powoduje, Ze potencjal pola elektrycznego jest
taki sam w kazdym punkcie powierzchni, co minimali-
zuje catkowitg energie potencjalng przewodnika i spra-
wia, ze wlasciwo$ci elektromagnetyczne metalu (czy
w ogodlnosci przewodnika) silnie zalezg od ksztaltu po-
wierzchni. Klasycznym przykladem wykorzystania tego
efektu jest powszechnie uzywany piorunochron. Jako
prosty model piorunochronu postuzy nam uktad skfa-
dajacy sie z dwdch kul przewodnika o réznych rozmia-
rach, polaczonych cienkim drutem (rys. 3a). Jest to mo-
del zaczerpniety z wykladéw Feynmana [5]. Potencjat
elektryczny na powierzchni sfery wynosi

$12= 2 3)
4megr;
gdzie q to tadunek zgromadzony na sferze, r to promien
sfery. Ze wzgledu na to, ze sfery sa polaczone drutem
ich potencjat musi by¢ identyczny (¢; = ¢2), co prowa-
dzi do réwnania
@92 (4)

r )

Natezenie pola elektrycznego na powierzchni sfer

q1,2
47'[60 r1,2
E, _
Ei
szy promien malej sfery tym wigkszy stosunek natezen.

W efekcie, gdy powierzchnia metalu posiada ostre kra-
wedzie, pole elektryczne jest silnie wzmocnione w ich
obszarze. W szczegdlnosci, jest tym wieksze im mniej-
szy jest charakterystyczny rozmiar zaostrzenia. Nateze-

wyraza sie wzorem E; ; = , co prowadzi do tego,

ze stosunek natezen wynosi :—; A zatem im mniej-

nie pola elektrycznego jest miarg tendencji danego ob-
szaru do przyciagania tadunku podczas wytadowania
atmosferycznego. Sprawia to, Ze piorun trafia doklad-
nie w piorunochron. Jedli jest on uziemiony, to zgro-
madzony fadunek zostanie bezpiecznie odprowadzony.
To rozumowanie tylko pozornie nie ma zwigzku z od-
dzialywaniem $wiatlo-materia. Stanowi ono elemen-
tarny argument za tym, zZe zastosowanie struktur me-
talowych o elementach rzedu pojedynczych nanome-
trow pozwala na uzyskanie silnych wzmocnien pola po-
trzebnych, zgodnie ze zlota regula Fermiego i czynni-
kiem Purcella, do silnego oddzialywania §wiatta z mate-
rig pomimo stosunkowo duzej szeroko$ci rezonansow.
Potwierdzajg to symulacje metoda réznic skonczonych
w dziedzinie czasu przedstawione na rys. 3b-c. Wzmoc-
nienie nate¢zenia pola jest znacznie wieksze w przypadku

zlotego oktaedru posiadajacego ostre krawedzie niz na
powierzchni gladkiej sfery o tym samym rozmiarze
i z tego samego materiatu.

Ten efekt zostal wykorzystany do zbadania sprzeze-
nia $wiatto-materia w ukladzie ztozonym z nanopry-
zmatu ze zlota i barwnikow (agregatéw J) [6]. Zobser-
=312 jest bardzo do-
brym wynikiem w poréwnaniu z wnekami rezonan-
sowymi wykorzystujacymi DBR [6]. Okazalo sig, ze
cho¢ eksperyment byt prowadzony w warunkach po-
kojowych udato si¢ zaobserwowac rozszczepienie piku
emisyjnego czasteczki na dwa, co nazywamy rozszcze-
pieniem Rabiego. Jest to efekt tzw. silnego sprzezenia
$wiatlo-materia, w ktérym $wiatlo we wnece wymienia

wowany czynnik F rzedu 106 nm

z materig energie szybciej niz zachodzi proces ucieczki
$wiatla z wneki. Prowadzi to do licznych zjawisk wynika-
jacych z tego, ze w tej sytuacji caty uktad wykazuje kolek-
tywne zachowanie tzn. jak gdyby stanowil jedng czastke
(taki sprzezony uklad nazywamy w fizyce kwaziczastka).
Niezwykly przyklad takiego zjawiska stanowi kondensa-
cja Bosego-Einsteina tak powstatych kwaziczastek [7].

r1'q1 rz’qz

a)

b) c)

Ryc. 3. a) Schemat przedstawiajacy eksperyment myslowy Feynmana ob-
razujacy efekt piorunochronu; b), ¢) przestrzenny rozklad wzmocnienia
pola elektrycznego dla oktedru i sfery (odpowiednio) wykonanych ze
zlota, oswietlonych $wiatlem o rezonansowej dtugosci fali (ok. 550 nm).
Zaostrzone brzegi oktaedru cechuje znacznie wigksze wzmocnienie niz
obserwowane na powierzchni sfery

Ekstremalnie wysokie czynniki F (réwnanie 2)
mozna uzyska¢ stosujagc nanoczastke umieszczong
okoto nanometr ponad metalowym zwierciadtem. Swia-
to rozproszone przez nanoczastke po trafieniu na zwier-
ciadto wraca do nanoczastki, ktéra rozprasza je ponow-
nie. W efekcie wielokrotnego rozpraszania pole elek-
tryczne miedzy nanoczastka i zwierciadlem jest duzo
wieksze niz byloby bez obecnosci zwierciadla. Prak-
tyczna realizacja takiego uktadu nastapita w 2014, a wy-
niki zostaly opublikowane w czasopis$mie Nature [8].
Trudno jest nie doceni¢ spektakularnosci opisanego
w artykule eksperymentu. Autorzy potrafig w sposéb po-
wtarzalny wytwarzac struktury, w ktérych nanoczastki
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o rozmiarach rzedu 40 nm ze zlota oddzielone sg od war-
stwy zlota o grubosci 70 nm warstwg czasteczek o gru-
bosci 0,9 nm. Kluczowa czescig eksperymentu jest $ci-
ste okreslenie liczby i orientacji czasteczek umieszczo-
nych we wnece. W tym celu wykorzystuje sie osiggniecia
chemii makromolekularne;j. Jesli czasteczka barwnika
(blekitu metylenowego, znanego maturzystom z che-
mii) umieszczona jest w czasteczce makrocyklicznej, to
orientuje sie¢ wzdluz osi taczacej nanoczastke i lustro,
w przeciwnym razie orientacja jest pozioma (wzdluz
warstwy). Czasteczka makrocykliczna jest tak dobrana,
aby pomiescic¢ tylko jedng czasteczke barwnika. Dzieki
temu zmyslnemu eksperymentowi udalo si¢ pokazaé
nie tylko obecno$¢ silnego sprze¢zenia $wiatto-materia
w temperaturze pokojowej, ale réwniez pokazaé prze-
widywang przez model Jaynesa-Cummingsa zalezno$¢
miedzy silg sprzezenia a liczba czasteczek we wnece.

4. Zastsowania wnek metalicznych

Wzmocnione oddzialywania $wiatlo-materia dajg nie-
zwykte mozliwo$ci badania materii w nanoskali. Na sa-
mym poczatku artykulu wspomnialem o tym, ze cza-
steczki cechujg charakterystyczne energie drgan. Do
badania tych drgan stosowane jest zjawisko rozprosze-
nia Ramana polegajace na nieelastycznym rozprasza-
niu $wiatta, w ktérym zmiana energii nastepuje w wy-
niku pobudzenia czgsteczek do drgan. Od lat znany jest
efekt polegajacy na wzmocnieniu tego rozpraszania ra-
manowskiego, gdy czasteczki umieszczone sa na chro-
powatej powierzchni metalu.

W przypadku zastosowania nanowngki metalicznej
mozna uzyska¢ tak silne wzmocnienie, ze mozliwe jest
uzyskanie widma ramanowskiego pochodzacego od po-
jedynczej czasteczki. Niezwykly przyklad stanowi po-
miar nici RNA wykonany metalowg zaostrzong sonda
skanujaca [9]. Otrzymane widma ramanowskie w réz-
nych potozeniach sondy wzgledem nici pozwalaja na
okreslenie sekwencji zasad nukleotydowych w nici.

Podobne badania z rozdzielczoscig czasowa i prze-
strzenng udalo sie wykona¢ réwniez w opisanym wyzej
ukladzie zfozonym z nanoczastki na zwierciadle. Przy
tej okazji naukowcom udalo sie zaobserwowa¢ zaska-
kujgce zjawisko. Za pomocy $wiatla laserowego wytwo-
rzyli struktury na powierzchni metalowej czastki o cha-
rakterystycznych rozmiarach poréwnywalnych z roz-
miarem atomu zlota [10]. Stosujgc niskg temperature
(na poziomie 10 K) udato im si¢ ustabilizowaé tak po-
wstale struktury i zmierzy¢ widma ramanowskie czaste-
czek znajdujacych sie wich poblizu. Zupetnie jak w przy-
padku piorunochronu obecnos$¢ dodatkowej struktury
na czubku metalowej sfery pozwala znaczaco zwiekszy¢
wzmocnienie pola w obrebie czasteczki i zlokalizowaé

$wiatto w objetosciach mniejszych niz 1 nm?. Dzieki
tym wlasciwosciom mozliwa jest obserwacja tego, jak
zalezg drgania czasteczki od jej potozenia wzgledem pi-
kowneki, ktdre mierzone s3 z dokladnoscia do pojedyn-
czych nanometréw. W konsekwencji obserwuje sie ruch
pojedynczych atoméw ztota tworzacych pikowneke pod
wplywem $wiatla lasera. Analiza réznych proceséw che-
micznych z wykorzystaniem tego uktadu pozwala na ba-
danie zmiany diugosci wigzan czy proceséw utleniania
i redukcji w czasie rzeczywistym na poziomie pojedyn-
czych czasteczek [11]. Ponadto analiza teoretyczna wy-
kazata, ze jako$ciowo przedstawiony tu elektrostatyczny
model piorunochronu przewiduje liczne wlasciwosci pi-
kownek [11].

5. Podsumowanie

Zastosowanie mikro- i nanowngk pozwala na badanie
kwantowej natury $wiatla, materii oraz wzajemnego od-
dzialywania $wiatla i materii z niespotykana dotad do-
ktadnoscia, a takze w rezimie silnego sprzezenia, ktory
nie byt dotychczas tatwo dostepny eksperymentalnie.
Granice tych badan istotnie przesuwa zastosowanie na-
nostruktur metalicznych, ktére dzigki silnej lokaliza-
cji pola elektromagnetycznego przekraczaja mozliwo-
$ci standardowych struktur pétprzewodnikowych. Za-
awansowane wykorzystanie prostego efektu, jakim jest
dodatkowa lokalizacja pola na zaostrzonych powierzch-
niach metali, pozwolilo na realizacje niezwyktych eks-
perymentoéw zwigzanych z chemicznymi i fizycznymi
wlasciwo$ciami czasteczek. Mozna przypuszczad, ze ta-
kie metaliczne struktury nadal bedg Zrédtem cieka-
wej fizyki zwigzanej z oddzialywaniem $wiatlo-materia,
a w przyszto$ci rowniez zastosowan np. w analizie che-
micznej czy optyce kwantowej.
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Forsterowski rezonansowy transfer energii (FRET)
— podstawy fizyczne i zastosowania

Agata M. Kotulska
Instytut Niskich Temperatur i Badan Strukturalnych Polskiej Akademii Nauk*

Streszczenie. Forsterowski rezonansowy transfer energii (FRET) jest jednym ze zjawisk fizycznych, ktére znalazly szerokie
zastosowanie w biologii i przyczynily sie do zrozumienia funkcjonowania zywych komorek na poziomie molekularnym.
Zmiany efektywnosci transferu energii wraz ze zmiang wzajemnej odleglosci donora i akceptora sg widoczne podczas
pomiaréw spektroskopowych czaséw zycia luminescencji lub widma emisji. Zjawisko to umozliwia badanie wielu procesow
takich jak hybrydyzacja DNA, zmiany konformacji biatek czy tez reakcji wigzania si¢ przeciwciata z antygenem. Tradycyjnie
do tego celu stosuje si¢ barwniki organiczne lub bialka fluorescencyjne. Jednak ze wzgledu na ich wady, takie jak stabo
rozdzielone, szerokie pasma absorpcyjne i emisyjne, krotkie — nanosekundowe czasy zycia fluorescencji pozioméw
energetycznych czy fotowybielanie, nadal poszukuje si¢ alternatywnych fluoroforéw wykazujacych pozadane cechy
spektroskopowe. Rozwigzaniem dla napotykanych niepozadanych wlasciwosci spektroskopowych barwnikéw organicznych
jest zastosowanie nanokrysztaléw domieszkowanych jonami lantanowcéw jako donoréw energii. Takie nanomateriaty
wykazuja wysoka fotostabilnos¢ luminescencji, waskie spektralnie pasma absorpcji i emisji, emisje antystokesowska oraz
dlugie czasy zaniku luminescencji. W artykule przedstawiono podstawy fizyczne zjawiska FRET oraz zaprezentowano
nowe wyzwania dla nanoluminoforéw domieszkowanych jonami lantanowcdow, jako nowych alternatywnych donoréw
energii do studiowania proceséw FRET.

Stowa kluczowe: FRET, forsterowski rezonansowy transfer energii, nanokrysztaty, barwniki organiczne, lantanowce, linijka
spektroskopowa

Abstract. Forster Resonance Energy Transfer (FRET) is the physical phenomena that has found wide application in biology
and contributed to understanding the functioning of living cells at the molecular level. Changes in the energy transfer
efficiency are associated with the change of distance between the donor and acceptor, are visible during spectroscopic
measurements, such as luminescence lifetimes or emission spectra. This phenomenon enables the study of many processes
such as DNA hybridization, changes in protein conformation or the binding reaction of an antibody to an antigen.
Traditionally, organic dyes or fluorescent proteins are used for this purpose. However, due to their disadvantages, such as
poorly separated, wide absorption and emission bands, short nanosecond luminescence lifetimes, and photobleaching,
alternative fluorophores with the desired spectroscopic characteristics are still being sought. The solution to the encountered
imperfections of organic dyes is the use of nanocrystals doped with lanthanide ions as energy donors. This kind of
nanomaterials show high luminescence photostability, narrow spectral absorption and emission bands, anti-Stokes emission
and long luminescence decay times. This article presents the physical basis of the FRET phenomenon and new challenges
for lanthanide-doped nanoluminophores as new alternative energy donors for researches in FRET processes.

Keywords: FRET, Forster resonance energy transfer, nanocrystals, organic dyes, lanthanides ions, spectroscopic ruler

1. Wstep

Mechanizm forsterowskiego rezonansowego transferu  transferu energii umozliwia pomiar odleglosci z pre-
energii (ang. Forster Resonance Energy Transfer, FRET)  cyzja subnanometrowg (efektywno$¢ transferu jest od-
wykorzystuje bezpromienisty rezonansowy przekaz — wrotnie proporcjonalna do 6. potegi odlegtosci pomig-
energii pomiedzy dwoma molekulami — donorem (D)  dzy D i A) [1, 3]. Efektywno$é¢ transferu FRET silnie za-
i akceptorem (A). Efektywnos$¢ mechanizmu FRET sil-  lezy réwniez od doboru pary molekul donor-akceptor.
nie i monotonicznie zalezy od odlegtosci miedzy tymi ~ Obserwacja zjawiska FRET jest mozliwa po spelnie-
molekutami. Zmiany efektywnosci transferu energii  niu kilku podstawowych warunkéw — pasma emisji
FRET mozna zarejestrowac za pomocg statycznych po-  donora oraz absorpcji akceptora musza si¢ spektral-
miaréw widm fluorescencji albo badania kinetyki flu-  nie naktada¢, a dodatkowo odlegto$¢ miedzy moleku-
orescencji, mierzac czasy zaniku luminescencji D oraz  tami nie moze przekracza¢ 10 nm, umozliwiajac tym
D w obecnosci A. Monotoniczna zmiana efektywnosci ~ samym transfer energii pomiedzy D i A [3]. Interak-

cja pomiedzy dwoma molekutami w zjawisku FRET jest
*ORCID: 0000-0001-6335-9537, e-mail: a.kotulska@intibs.pl opisywana jako oddzialywanie dipol-dipol (ktdre defi-
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niuje prawdopodobienistwo transferu energii pomiedzy
dwoma dipolami elektrycznymi).

Mechanizm FRET pomiedzy jonami lantanowcow
a barwnikami organicznymi

Fundamenty umozliwiajace zrozumienie fizycznej na-
tury rezonansowego bezpromienistego transferu ener-
gii potozyt w 1946 roku Theodor Forster [4, 5]. Przed-
stawil matematyczny model opisujacy migracje ener-
gii pomiedzy molekutami (dwoma oscylatorami mecha-
nicznymi posiadajacymi tadunek elektryczny), analizu-
jac zmiany intensywno$ci oraz czasy zanikdéw lumine-
scencji zwiazane z odlegloscia pomiedzy D i A [4, 5, 6].
Na podstawie wcze$niejszych obserwacji wlasciwosci
transferu energii pomiedzy molekutami, Forster przed-
stawil réwnania opisujace krytyczna odlegtos¢, ponizej
ktérej moze zachodzi¢ transfer energii pomiedzy dono-
rem i akceptorem. Odlegto$¢ te mozna wyznaczy¢ na
podstawie widm luminescencji oraz stezenia fluorofo-
réw, co bardzo dobrze zgadzalo si¢ z juz wczesniej ob-
serwowanymi wynikami eksperymentalnymi wlasciwo-
$ci transfer6w energii pomiedzy atomami [7, 8]. Prze-
glad poczatkowo opracowanych technik FRET zostat
opublikowany w 1959 roku [9]. Mimo, ze od opubliko-
wania tych teoretycznych prac uptyneto juz kilkadzie-
sigt lat i rozwiniete zostaly opisy teoretyczne zjawisk
transferéw energii [10, 11], a technika ta stata si¢ wygod-
nym i powszechnie stosowanym narzedziem, nadal po-
szukiwane sg nowe barwniki fluorescencyjne, ktére po-
winny ulatwié interpretacje proceséw biologicznych in
vitro i in vivo, a w konsekwencji zrozumienie funkcjono-
wania zywych komoérek i organizméw. Dodatkowo roz-
wijany jest aparat matematyczny umozliwiajacy korek-
cje licznych niepozadanych wiasciwosci spektroskopo-
wych wynikajacych ze stosowania barwnikéw organicz-
nych [12] oraz powstajg nowe narzedzia i techniki po-
miarowe majace dostarczy¢ wnioskow ilosciowych (do-
tyczacych np. odlegltosci czy tez efektywnosci transferu
energii).

W tradycyjnym obrazowaniu lub detekcji z wykorzy-
staniem zjawiska FRET, jako molekuty D i A stosowane
sg barwniki organiczne. Charakteryzuja si¢ one wyso-
kimi warto$ciami wspodtczynnika ekstynkcji, co umoz-
liwia wydajne wzbudzenie donora i efektywny transfer
energii do akceptora [13]. Mnogo$¢ barwnikéw orga-
nicznych [14, 15] umozliwia prowadzenie skomplikowa-
nych biologicznych eksperymentéw, na przyklad wspot-
barwienia struktur biologicznych w celu wizualizacji po-
tozenia jadra lub szkieletu ciata komorki [16]. Niestety
barwniki organiczne (np. CFP, DAPI, YFP, GFP itd.),
ulegaja fotowybielaniu, co oznacza, ze pod wplywem
o$wietlenia $wiatlem laserowym nastepuje ich szybka fo-
todegradacja [17, 18]. Dodatkowo, dozwolony charakter

przejs¢, prowadzacy do wydajnej emisji w tych zwiaz-
kach, odpowiada za krotkie czasy zaniku fluorescencji
(rzedu nanosekund), co komplikuje techniczng strong
pomiaru. W barwnikach organicznych obserwuje si¢
tez pasma absorpcji w zakresie krotkofalowym widma.
W przypadku zlozonych probek biologicznych bardzo
czesto obserwuje sie niepozadang fluorescencje ta (au-
tofluorescencje), gdyz wiele molekut organicznych bu-
dujacych nasze komdrki (np. DNA, FAD, NADH, kola-
gen, elastyna) ma pasma wzbudzenia i wykazuje sponta-
niczng fluorescencje w zakresie widzialnym [17, 18]. Nie-
stety, barwniki organiczne maja réwniez inne wady, ta-
kie jak szerokie, nachodzace na siebie widma absorpcji
i emisji, ktore czesto prowadza do przekazania energii
okreslanego jako ,,przeciekanie” sygnatu (przyktadowo
emisja donora jest bezposrednio rejestrowana w kanale
detekcyjnym akceptora, albo linia wzbudzajaca donor
wzbudza bezposrednio molekuly akceptora) i koniecz-
nosci korygowania tych wad [12, 18, 19]. Wlasciwosci
spektroskopowe barwnikéw organicznych zalezg row-
niez od chemicznego i biologicznego otoczenia mole-
kuly, co utrudnia ilociowe pomiary FRET. Te wszystkie
cechy zmuszajg do poszukiwania alternatywnych mate-
rialéw eliminujacych wady barwnikéw, a jedng z propo-
zycji jest stosowanie nanokrysztatéw domieszkowanych
lantanowcami.

Badanie wlasciwosci spektroskopowych dla jonéw
Ln** wykorzystuje zjawisko luminescencji. Polega to
na optycznym wzbudzeniu badanego materialu za po-
mocy energii wiazki laserowej, a nastepnie transferze
energii w sposob radiacyjny (emisja fali elektromagne-
tycznej w zakresie UV, VIS, NIR) lub na drodze niera-
diacyjnej [20]. Duzym atutem nanokrysztaléw domiesz-
kowanych jonami lantanowcdw jest ich wysoka fotosta-
bilnos$¢, waskie linie absorpcyjne i emisyjne oraz diu-
gie czasy zaniku pozioméw energetycznych [17]. Dlu-
gie czasy zycia luminescencji pozioméw energetycz-
nych wynikaja z zabronionego regula Laportea przej-
$cia wewnatrz powloki f [17, 20]. Stabilno$¢ emisji lan-
tanowcéw jest spowodowana obecnoscig jonéw Ln*?,
gdyz elektrony zajmujace orbitale 4f, odpowiadajace
za wlasciwosci optyczne, sa ekranowane przed wply-
wem chemicznego otoczenia przez zapelnione orbitale
5s i 5p [21]. W najprostszym przypadku, opisu po-
ziomo6w energetycznych oraz zachodzacych mozliwych
procesow transferow energii miedzy nimi, rozpatruje
sie dwa poziomy energetyczne: podstawowy oraz wzbu-
dzony. Bogata struktura poziomoéw energetycznych w jo-
nach lantanowcéw (Ln**) umozliwia obserwacje wielu
przejs¢ i proceséw wymiany energii, niespotykanych
w innych zwigzkach [22]. Wspétdomieszkowanie nano-
krysztaléw dwoma réznymi jonami lantanowcéow, gdzie
jeden z nich pelni role uczulacza (wzbudzanego $wia-
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ttem laserowym), natomiast drugi jest aktywatorem
(wzbudzanym za pomoca konwersji energii z uczula-
cza w gore, czyli na wyzszy poziom), dodatkowo posze-
rza mozliwosci wyboru dlugosci fal wzbudzenia oraz
emisji. Szczegolnie korzystna jest emisja antystokesow-
ska, gdyz do wzbudzenia uzywane jest $wiatlo z za-
kresu bliskiej podczerwieni, a emisja nastgpuje w zakre-
sie widzialnym. Przykladem takiego procesu jest wla-
$nie konwersja energii w gore (ang. upconversion). Na-
stepuje w ten sposob eliminacja wysokiego sygnatu au-
tofluorescencji tla, co jest szczegélnie pozadane przy
obrazowaniu struktur biologicznych. Odpowiedni wy-
boér jonu, dtugosci fali wzbudzenia oraz emisji umozli-
wia wpasowanie si¢ w transmisyjne okna biologiczne
dla tkanek — sg to obszary wykazujace nizszy wspot-
czynnik absorpcji, a tym samym wigksza gleboko$¢ pe-
netracji $wiatlem, nizszy sygnal tla i w konsekwencji
wyzszg czulos¢ takich metod pomiarowych [17]. W jo-
nach Ln**, oprécz typowej absorpcji ze stanu podsta-
wowego (GSA, ang. Ground-State Absorption), obser-
wuje sie rowniez wydaja absorpcje ze stanu wzbudzo-
nego (ESA, ang. Excited State Absorption), relaksacje
krzyzowa (CR, ang. Cross-Relaxation) lub bardzo wy-
dajny transfer energii w gore (ETU, ang. Energy Transfer
Upconversion) [17, 21]. Struktura elektronowa lantanow-
cow jako grupy pierwiastkow jest szczegélnie przydatna
w badaniach spektroskopowych. Schemat mechanizmu
FRET pomiedzy donorem w postaci nanokrysztatu, a or-
ganicznym barwnikiem jako akceptorem, zostal przed-
stawiony na rys. la, natomiast widma absorpcji i emisji
wybranych barwnikéw organicznych na rys. 1b.

Rys. 1. (a) Schemat wzbudzenia donora (nanokrysztatu) oraz schemat me-
chanizmu FRET [34]; (b) przyktadowe widma absorpcji i luminescencji
barwnikéw organicznych [14]

Zastosowania

Czasy zanikéw dla D malejg wraz ze skracaniem si¢ od-
legto$ci D-A do rzedu kilku nanometréw, co umozli-
wia zastosowanie zjawiska FRET do badan zachowania
struktur biologicznych i efektéw w nich wystepujacych,

takich jak hybrydyzacja DNA [23, 24], badania konfor-
macji biatek [25] czy wykonywanie testow immunoen-
zymatycznych [25-27]. W konsekwencji zjawisko FRET
znajduje liczne zastosowania w biologii oraz wykazuje
duzy potencjal dla zastosowan w diagnostyce medycz-
nej [19], na przyklad do rejestracji oddzialtywan mole-
kularnych w zywych komdrkach [29-31], czy tez przy
przeprowadzeniu homogenicznych diagnostycznych te-
stow biologicznych [32]. Jednym z najbardziej zaawanso-
wanych narzedzi w biologii, umozliwiajacym rejestrowa-
nie zjawiska FRET w mikroskopii fluorescencyjnej, jest
metoda FLIM (ang. Fluorescence Lifetime Imaging Mi-
croscopy), ktéra umozliwia wizualizacje¢ proceséw biolo-
gicznych w czasie rzeczywistym za pomocg czaséw za-
nikéw [18]. Na rysunku 2a zostaly przedstawione sche-
matycznie badania struktury DNA za pomocg zjawiska
FRET, gdzie molekuta (D) dotgczona do jednej z za-
sad kwasu DNA jest pobudzana energia dostarczong za
posrednictwem $wiatla laserowego, a nastepnie przeka-
zuje energie drugiej molekule (A) dofaczonej do innej
czeg$ci DNA lub do komplementarnego fragmentu nici
DNA. Na rysunku 2b zostal przedstawiony schemat sto-
sowanych ukladéw z nanokrysztatami jako donorami
oraz barwnikami organicznymi jako akceptorami. Ce-
lem obecnie prowadzonych badan opisywanego zjawi-
ska jest wykorzystanie FRET w naukach biologicznych,
gdzie do donora, majacego posta¢ nanokrysztatu do-
mieszkowanego lantanowcami zostanie dotgczony anty-
gen ze specyficznymi przeciwciatami (rys. 2¢). Taki test
pozwala wykrywac obecno$¢ antygenow lub mierzy¢ ak-
tywnosci enzymow.

Rys. 2. Przykladowe zastosowania zjawiska FRET w biologii: (a) schemat
hybrydyzacji DNA [24]; (b) schemat mechanizmu wzbudzenia nanokrysz-
tatu oraz zjawiska FRET pomiedzy nanokrysztatem a barwnikiem [27];
(c) schematyczne przedstawienie wzbudzenia donora (nanokrysztatu) sko-
niugowanego z antygenem ze specyficznymi antycialami oraz barwnikiem
jako akceptorem [27]

Nanokrysztaly domieszkowane jonami Ln**, po-
mimo posiadanych zalet, jednocze$nie stawiaja kolejne
nowe wyzwania, wymagajace optymalizacji i dogleb-
nego zrozumienia procesu transferu pomiedzy jonami
lantanowcéw w nanokrysztale a barwnikiem na jego
powierzchni. Podczas projektowania czujnikéw biolo-
gicznych wystepuje niepozadany efekt uboczny, pole-
gajacy na zwiekszeniu odleglosci D-A, bedacy konse-
kwencja biofunkcjonalizacji nanokrysztatow, ktdra jest



A. M. Kotulska, Forsterowski rezonansowy transfer energii (FRET) — podstawy fizyczne i zastosowania 1

niezbedna do uzyskania mozliwosci obserwacji reak-
cji biologicznych. Dodatkowo pojedynczy nanokrysz-
tal moze posiada¢ wiele (rzedu setek lub tysiecy) jo-
néw lantanowcow, z ktorych kazdy moze petnié¢ funk-
cje donora FRET. Jednak jednorodne domieszkowanie
calej objetosci nanokrysztalu powoduje, Ze jony te znaj-
dujg sie w réznej odleglosci od powierzchni i znajdu-
jacych si¢ tam akceptoréw. W celu wyeliminowania
tych niepozadanych cech, utrudniajacych realizacje te-
stow biologicznych z wykorzystaniem FRET, nalezatoby
zwigkszy¢ efektywnos¢ transferu FRET i czulos¢ takich
sond przez zoptymalizowanie architektury i skladu che-
micznego (rozmieszczenia aktywnych domieszek) na-
nokrysztalow.

Rys. 3. Architektura nanokrysztatéw wplywa na dystrybucje jonéw Ln*
(jako donoréw) oraz ich $rednig odlegtos¢ od akceptoréw znajdujacych sie
na powierzchni. W celu optymalizacji architektury nanokrysztaléw pod
katem najwiekszej efektywnosci transferu energii migdzy jonami a barwni-
kiem, mozna zweryfikowac¢ i zoptymalizowa¢ $rednie odlegltosci pomiedzy
D i A. Analizowane architektury pod katem transferu energii to: (a) do-
mieszkowany rdzen (o $rednicy d.) do nanokrysztatéw; (b) rdzen-plaszcz
(o $rednicy rdzenia d. oraz $rednicy plaszcza d;). Umieszczajac domieszki
jonéw D w powloce zmniejsza sie efektywng odleglos¢ D-A (rpa) [33].

Architektura typu rdzen-plaszcz daje mozliwosci
réznorodnej dystrybucji jonéw uczulacza oraz aktywa-
tora w nanokrysztatach [33], umozliwiajac wprowadze-
nie zmian i optymalizacje wlasciwosci luminescencyj-
nych D oraz zwigkszenie efektywnosci transferu do A.
Rozwigzaniem trudnosci napotykanych podczas obser-
wacji zjawiska FRET pomiedzyD i A, z wykorzysta-
niem nanokrysztaléw domieszkowanych jonami lanta-
nowcow, jest optymalizacja architektury oraz ich sktadu
chemicznego. W celu zwiekszenia efektywnosci trans-
feru energii z D (jony Ln**) do A (barwniki orga-
niczne), nalezy rozmiesci¢ jony domieszki w réwno-
miernej i niewielkiej odleglosci od powierzchni — opty-
malnie zblizonej do odlegtosci Forstera Rg. W tym celu
zamiast nanokrysztatu, w ktérym jony domieszek znaj-
duja sie w calej objetosci (rys. 3a), mozna wykorzystaé
nanokrysztaly postaci rdzen-plaszcz. W takim rozwia-
zaniu domieszka spelniajaca role¢ donora powinna zna-
lez¢ si¢ tylko w zewnetrznym plaszczu, dzieki czemu
znajduje si¢ efektywnie blizej powierzchni niz w przy-
padku jednorodnie domieszkowanego nanokrysztatu

(rys. 3b). W nastepstwie tego $rednia odleglos¢ pomie-
dzy jonami Ln’* efektywnie sie zmniejsza. Liczba jo-
néw domieszki Ln** moze by¢ zmieniana przez inten-
cjonalng zmiane koncentracji lub kontrolowanie grubo-
$ci plaszcza. W konsekwencji zmianie ulega objetos¢,
w ktérej znajduja si¢ jony Ln**, zgodnie z réwnaniem
ds — d. < d., gdzie d; to $rednica plaszcza, a d.to $red-
nica rdzenia.

2. Parametry wplywajace na efektywnos¢ FRET

Wyznaczenie wartosci efektywnoséci rezonansowego
niepromienistego transferu energii pomiedzy dwoma
molekutami () umozliwia obliczenie odleglosci pomie-
dzy dwoma molekutami (rp4) ze wzoru:

6
;
7’]FRET:1+(%) . (1

0

Na warto$¢ efektywnosci transferu energii wptywaja
takze takie parametry jak: dystans Forstera (Ro—wzor 2),
wspolczynnik orientacji molekut (x), wspdtczynnik za-
tamania $wiatta (n), calka przekrywania (cz¢s¢ wspdlna
widma emisji D i widma absorpcji A) (J — wzor 3),
wydajnos¢ kwantowa fluorescencji donora (¢p) oraz
liczba Avogadra (N,). Aby byto mozliwe zaobserwowa-
nie FRET, musi istnie¢ cze$¢ wspolna widma emisji do-
nora i widma absorpcji akceptora, a jest to odwzoro-
wane przez catke przekrywania emisji donora i absorp-
cji akceptora J. Dodatkowo, odleglos¢ miedzy moleku-
tami nie moze przekracza¢ kilku nanometréw, co jest
zdeterminowane odlegloscig Forstera Ry.

o Ry — odleglos¢, przy ktorej dla danej pary D-
A efektywnos¢ transferu energii jest réowna 50%.
Wartos¢ tego parametru jest w pierwszym przybli-
zeniu stata dla kazdej pary D-A. W zaleznosci od
rzeczywistej odlegtosci (rps) pomiedzy moleku-
fami zmienia si¢ efektywnos¢ transferu zgodnie
ze wzorem 1. Odlegto$¢ Forstera wyznacza sie za
pomocg rownania:

0:((9(1n10).¢D.x .](A))) e

128 -7° - Ny - nt

gdzie N4 jest liczbg Avogadra réwna 6.02214-10*
mol !

o x — wspdlczynnik orientacji molekut. W zalezno-
$ci od kata pomiedzy ustawieniem dipola donora
D wzgledem dipola akceptora A, warto$¢ efektyw-
nosci transferu energii moze si¢ zmienia¢ wraz
ze zmiang x> w zakresie od 0 do 4. Dla wigkszo-
§ci przypadkéw nieuporzadkowanych molekut «*
przyjmuje sie statg warto$¢ réwna 2/3 (dla réwno-
legtych molekul x* przyjmuje warto$¢ miedzy 1
a 4, dla prostopadtych x* = 0).
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o n — wspolczynnik zalamania $wiatta osrodka,
w ktorym znajduja sie D i A.

o ] — calka przekrywania emisji donora i absorp-
cji akceptora jest wyznaczana jako catka znorma-
lizowanego widma emisji donora oraz wspdtczyn-
nika ekstynkcji akceptora, pomnozonego przez
czwartg potege dlugosci fali. Wielkos¢ ta jest opi-
sana wzorem:

J= [ Mea@ra, o

gdzie fp jest znormalizowanym widmem fluore-
scencji donora, fp (A) = Fp/[ Fp (1) dA, Fp zas
jest widmem fluorescencji donora w funkcji dtu-
gosci fali A.

» ¢p — wydajnos¢ kwantowa donora, opisujaca ile
fotonéw zostato wyemitowanych w stosunku do
fotonéw zaabsorbowanych (ng/ny).

Rys. 4. (a) Efektywnos¢ transferu FRET (#) w zaleznosci od odleglosci
D-A; warto$¢ odlegtoéci Forstera w funkeji parametréw fizycznych: (b)
wspolczynnika zatamania $wiatfa (1), (c) orientacji molekut (x), (d) wydaj-
nosci kwantowej fluorescencji donora (¢ ), (e) catki przekrywania emisji
donora i absorpcji akceptora (J) [34].

Podane powyzej zaleznosci sg obliczone w przyblize-
niu makroskopowym. Do dalszych analiz dla pojedyn-

czych molekul nalezy uwzgledni¢ ich budowe i zasto-
sowa¢ bardziej zaawansowane techniki analizy oraz po-
miaru [34]. Zmienno$¢ powyzszych parametréow i ich
wplyw na warto$¢ odlegtosci Forstera oraz posrednio
na efektywno$¢ transferu energii, zaprezentowano na
rys. 4. Zalezno$¢ efektywnosci FRET od odlegtosci po-
miedzy molekulami dla ustalonych wartosci powyzej
opisanych parametrow zostala przedstawiona na rys. 4a.
Kolejne wykresy przedstawiajg przykladowe zalezno-
$ci odlegtosci Forstera Ryod: wspotczynnika zatamania
$wiatla n — rys. 4b, orientacji molekut x* — rys. 4c, wy-
dajnosci kwantowej ¢p — rys. 4d, calki przekrywania J
— rys. 4e.

Metody pomiarowe

Zjawisko FRET ujawnia si¢ podczas pomiaréw cza-
séw zanikéw (skracanie czasu zaniku luminescencji D
w obecnosci A) oraz rejestracji widm emisji (zmniejsza-
nie intensywnosci emisji D wraz ze wzrostem emisji A).
Efektywno$¢ transferu (7) miedzy molekutami donora
i akceptora zalezy monotonicznie od 6 potegi odwrot-
nosci odleglosci pomiedzy nimi (rps) oraz odlegtosci
Forstera (Ry), zdefiniowanej jako odlegtos¢, dla ktorej
1 jest rowna 50% maksymalnej efektywnosci dla danej
pary D-A. Wyznaczenie efektywnosci transferu FRET
moze by¢ zrealizowane przez pomiar emisji dla probki
zawierajacej D i A oraz poréwnanie z luminescencja sa-
mego D. Wraz ze zmniejszeniem odlegtosci pomiedzy
D i Alub zwigkszeniem koncentracji A maleje intensyw-
no$¢ luminescencji D (Ip), natomiast zwigksza sie inten-
sywnos$¢ emisji A (I4). Drugim sposobem wyznaczenia
efektywnosci transferu energii # jest pomiar czasdéw za-
niku luminescencji danego poziomu energetycznego D
(rp), dla ktorego rejestruje sie coraz krotsze czasy zy-
cia luminescencji pod wplywem transferu energii FRET
do akceptora. Zmiany efektywnosci transferu energii z
D do A wyznacza si¢ na podstawie intensywnosci (Ip)
lub czaséw zycia luminescencji (7p) dla D wzgledem
tych samych warto$ci w obecnosci A (oznaczonych jako
Ipa, Tpa). Na podstawie obserwacji powyzej opisanych
zmian oraz znajomosci wartosci odleglosci Forstera Ry
mozna okresli¢ odlegtos¢, w jakiej znajduja sie wzgle-
dem siebie donor i akceptor, a takze wyznaczy¢ efektyw-
no$¢ FRET (rp4). Jest to opisane réwnaniem:

1 1
FRET = =
1 1+(rpa/Ro)®  1+Ipa/Ip
1
S — 4
1+TDA/TD ( )

Powyisza zalezno$¢ opisuje efektywnos¢ FRET
(rys. 5¢) oraz powigzanie odleglosci pomiedzy D i A
(rpa) z wynikami pomiaréw spektroskopowych, takich
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Rys. 5. Odleglos¢ pomiedzy donorem (D) a akceptorem (A) rps mozna
wyznaczy¢ na podstawie efektywnosci transferu FRET (#). Jest to mozliwe
za pomocg pomiaréw zycia luminescencji pozioméw energetycznych lub
widm emisji oraz znajomosci odleglosci Forstera Ry (tj. odleglosci dla
danej pary D-A, dla ktérej 7 = 50%) zgodnie z réwnaniem (4). (a) Czasy
zanikow dla donora 7 skracajaca si¢ wraz ze zmniejszaniem odleglosci
pomiedzy D i A lub zwigkszaniem koncentracji akceptora. (b) Widmo emi-
sji donora (Ip) maleje wraz ze wzrostem intensywnosci emisji akceptora
(I4). (c) Zmiana efektywnosci transferu w funkcji odlegtosci pomiedzy D
1A (rpa) [34]

jak widma emisji (rys. 5b) czy czasy zanikéw lumi-
nescencji ze wzbudzonych pozioméw energetycznych
(rys. 5a).

Podsumowanie

Zjawisko forsterowskiego rezonansowego transferu
energii (FRET) pozwala na okreslenie odleglosci pomie-
dzy dwoma molekutami: donorem (D) i akceptorem
(A) energii. Odleglos¢ ta determinuje wartos¢ efektyw-
nosci transferu energii, co mozna wyznaczy¢ na podsta-
wie widm luminescencji oraz czaséw zanikéw z danego
poziomu energetycznego. Jezeli dwie rézne biomolekuly
(przykladowo przeciwcialo i antygen) sg zwigzane odpo-
wiednio z molekutami D i A, zjawisko FRET dostarcza
informacji na temat ich interakgji lub jej braku.

Zwigkszenie wydajno$ci FRET mozna uzyskac przez
dobranie odpowiedniego materialu optycznie aktyw-
nego, o odpowiednich zakresach emisji oraz absorpcji
(pod katem dtugosci fali wzbudzenia oraz czesci wspdl-
nej emisji donora i absorpcji akceptora). W mikroskopii
fluorescencyjnej obecnie najbardziej powszechnie przy
pomiarach FRET stosuje si¢ barwniki fluorescencyjne,
ktore niestety pomimo powszechnosci ich stosowania
wykazuja szereg wad.

Niepozadane cechy barwnikéw organicznych to:
stabo oddzielone szerokie pasma absorpcji i emisji, krét-

kie czasy zycia fluorescencji (co powoduje takze rejestra-
cje tla pochodzacego z komoérek) oraz fotowybielanie
pod wplywem o$wietlania laserem (co skutkuje krétkim
czasem na wykonanie pomiar6ow).

Rozwigzaniem tego problemu moze by¢ wybér na-
nokrysztaléw domieszkowanych lantanowcami, wyka-
zujacych waskie, rozdzielone pasma energetyczne, dtu-
gie czasy zaniku luminescencji oraz fotostabilnos¢. Wia-
$ciwosci optyczne oraz stabilno$¢ chemiczna nanokrysz-
tatéw domieszkowanych jonami lantanowcow s3 du-
zymi zaletami umozliwiajgcymi dalsze zastosowania od-
powiednio dobranych architektur kryszttéw do badan
FRET, w tym np. zamiana barwnikéw organicznych
jako alternatywnych materialéw. Dystrybucja jonéw do-
mieszek oraz odleglo$¢ pomiedzy jonami Ln** a po-
wierzchnig wymusza optymalizacje dobieranych struk-
tur pod katem efektywnosci transferu. Zjawisko FRET
zachodzi, gdy odleglos¢ D-A nie przekracza kilku na-
nometréw, co wymaga uwzgledniania w potencjalnych
zastosowaniach odleglosci D-A wraz z wymiarami ba-
danych struktur biologicznych. Wybér architektury na-
nokrysztalu oraz jego skladu bedzie wplywat na dys-
trybucje jonéw lantanowcdéw oraz ich odlegltos¢ od po-
wierzchni, na ktdrej moga zostaé zakotwiczone barw-
niki organiczne.

Zasady dzialania mechanizmu FRET daja mozli-
wos¢ jego stosowania do badan reakcji biochemicznych
w czasie rzeczywistym. Moze tez by¢ z powodzeniem
stosowane do prowadzenia badan zachowania struktur
biologicznych w organizmach zywych na poziomie mo-
lekularnym.

Pokrycie powierzchni nanokrysztaléw biomolekutami
(tzw. biofunkcjonalizacja) pozwala $ledzi¢ i zrozumie¢
procesy biologiczne w czasie rzeczywistym.
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Streszczenie. Niewatpliwie kazdy mlody adept nauk fizycznych juz na poczatku swojej naukowej drogi styka sie
z klasycznym efektem Halla. Co wigcej, kazdy z nas, w mniejszym badz wiekszym stopniu korzystajac ze zdobyczy
techniki, czasem nawet nieswiadomie postuguje si¢ urzadzeniami, w ktérych wykorzystuje si¢ to zjawisko. Mimo, ze od
odkrycia klasycznego efektu Halla mingfo ponad sto lat, zagadnienie to nie jest zamknietym rozdziatem na kartach historii
fizyki, ale niezwykle ptodna ideg, ktéra wcigz skutkuje opisem nowych pokrewnych zjawisk. Odkrywanie nowych efektéw
Halla na przestrzeni lat moze by¢ tez swego rodzaju znacznikiem postepu nauki w zakresie fizyki ciala stalego. Rozwijajaca
sie w niewiarygodnym tempie mechanika kwantowa oraz mozliwoéci technologiczne pozwalajace na wytwarzanie uktadow
cienkowarstwowych zaowocowaly miedzy innymi odkryciem kwantowego efektu Halla. Poglebianie wiedzy z zakresu
fizyki magnetyzmu, a w szczeglnosci rozwdj koncepcji spinu, umozliwity wyjasnienie mikroskopowych mechanizméw
prowadzacych do anomalnego efektu Halla [12, 15] i odkrycia spinowego efektu Halla [17, 18]. Wobec powyzszego nie
dziwi fakt, ze wspolczesne trendy fizyki ciala stalego coraz czesciej zwracajace si¢ w strone topologii ,,dolozyly swoje trzy
grosze” w postaci reinterpretacji anomalnego efektu Halla czy obserwacji nowych zjawisk, jak topologiczny czy nieliniowy
efekt Halla. Zatem bez watpienia warto pozna¢ histori¢ i cho¢ pokrotce przesledzi¢ losy jednej z najbardziej owocnych
koncepcji fizyki ciala stalego.

Celem tego artykutu jest nakreslenie wspomnianych efektéw transportowych przy zachowaniu chronologii. W ich
interpretacji postuguje sie gtdwnie opisem potklasycznym, gdzie no$niki (elektrony) sg traktowane jako czastki podlegajace
prawom mechaniki klasycznej. Tam, gdzie takie spojrzenie staje si¢ niewystarczajace, wprowadzam jedynie niezbedne
pojecia z zakresu fizyki kwantowej i topologii, ktore sg kluczowe dla wyjasnienia efektéw hallowskich opisanych w ostatnich
latach.

Stowa kluczowe: klasyczny efekt Halla, kwantowy efekt Halla, anomalny efekt Halla, spinowy efekt Halla, nieliniowy efekt
Halla, spin, oddzialywanie spin-orbita, faza Berryego, niezmiennik topologiczny

Abstract. Undoubtedly, all students of physical sciences become acquainted with the classical Hall effect at the very
beginning of their scientific path. Moreover, each of us uses the technology based on this phenomenon to a greater or
lesser extent without even being aware of it. Although more than one hundred years passed since the experiment of Edwin
Hall, the problem of the Hall effect is not a closed chapter in the history of physics. Instead, Hall effects have become
an extremely fertile idea yielding discoveries of new phenomena. One can say that the discoveries of new Hall effects
have been over the years a kind of metric of scientific progress in solid-state physics. The fast development of quantum
mechanics, as well as the technological progress, allowed for the fabrication of semiconducting thin films and, among
others, the discovery of the quantum Hall effect. Advancement in the physics of magnetism, and spin physics, allowed to
explain the microscopic mechanisms responsible for the anomalous Hall effect [12, 15] and the discovery of the spin Hall
effect [17, 18]. It is also not surprising that in contemporary solid-state physics, strongly focusing on topological properties
of solids, one can find the new members of the Hall effect family, i.e., the topological and non-linear Hall effect. Hence, it is
worth to briefly review one of the most fruitful concepts in solid-state physics.

This article aims to introduce the Hall effects while maintaining the chronology of their discovery. I mainly used a semi-
classical picture, where carriers (electrons) are treated as particles governed by the laws of classical mechanics. I also
introduced the necessary concepts of quantum physics and topology, which are crucial for explaining the Hall effects
described in recent years.

Keywords: classical Hall effect, quantum Hall effect, spin Hall effect, nonlinear Hall effect, spin, spin-orbit interaction,
Berry phase, topological invariant

1. Klasyczny ,,kamien wegielny”

Poczatek naszej historii sigga 1879 roku, kiedy to w la-  nego na przeplyw pradu wymuszonego zewnetrznym
boratorium na Uniwersytecie Johnsa Hopkinsa w Balti-  polem elektrycznym. Prowadzac eksperymenty na cien-
more (USA), fizyk Edwin Herbert Hall (rys. 1(b)), pracu-  kiej plytce zlota, mlody naukowiec uzyskuje pierwsze
jac nad doktoratem pod czujnym okiem swojego men-  wyniki wskazujace na pojawienie si¢ napigcia w plasz-
tora Henryego Rowlanda, bada wplyw pola magnetycz-  czyZnie prostopadtej do przeptywajacego pradu w obec-
noéci statego pola magnetycznego przylozonego prosto-
padle do plaszczyzny prébki (rys. 1(a)) [1, 2]. Odchyle-
*ORCID: 0000-0002-0569-780X nie wigzki no$nikow
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Rys. 1. (a) schemat eksperymentu obrazujacego klasyczny efekt Halla,
(b) Edwin Herbert Hall (fot. 1903/1904)

pradu Edwin Hall przypisal ,,nowej sile elektromoto-
rycznej” dzialajacej pod katem prostym do kierunku ze-
wnetrznego pola elektrycznego, ktora zostata pdzniej zi-
dentyfikowana jako sita Lorentza.

Badajac takze inne prébki metali, Hall doszed! do
wniosku, ze musi istnie¢ pewna stala charakteryzujaca
opdr poprzeczny, R,,, w danym materiale i niezalezna
od jego wymiaréw. Co wigcej, wielko$¢ Ry, jest wprost
proporcjonalna do warto$ci zewnetrznego pola magne-
tycznego, B: R,y = RHg, gdzie d jest gruboscia probki.
Przewidywania te sprawdzily si¢ i okreslono stala Halla
Ry = ﬁ, ktéra z dobra zgodnoscig jest wykorzysty-
wana przy eksperymentalnym wyznaczaniu gesto$ci no-
$nikow, n, w metalach jednowartosciowych, tj. z jednym
elektronem przewodnictwa na atom (e — tadunek ele-
mentarny)’.

Zjawisko Halla znalazto bezposrednie zastosowanie
w praktyce w postaci czujnikéw Halla zwanych hallo-
tronami, ktore stuza do wykrywania i pomiaru ampli-
tudy pola magnetycznego. Ze wzgledu na swoja odpor-
no$¢ na zanieczyszczenia, bezdotykowe dziatanie, dobra
doktadnosé¢ pomiaru i stosunkowo niewielki koszt pro-
dukcji, hallotrony sg szeroko stosowane miedzy innymi
do wykrywania elementéw magnetycznych, wyznacza-
nia ich predkosci czy chociazby jako zwykte przetacz-
niki reagujace na zmiany pola magnetycznego. Hallo-
trony, wykonane gléwnie z materiatéw pdtprzewodni-
kowych, mozemy znalez¢ cho¢by w czytnikach plyt CD,
DVD, telefonach komdrkowych, sprzecie komputero-
wym, AGD czy przemysle motoryzacyjnym (rys. 2) [3].

Przyktadowo, hallotrony, jako czujniki typu on/off,
stuza do detekeji otwarcia/zamkniecia pokrywy laptopa
badz etui czytnika czy telefonu. Wystarczy, ze na jedne;j
powierzchni umiescimy maty magnes, a na drugiej sen-
sor Halla reagujacy zmiang napiecia na obecnos$¢ pola
magnetycznego w jego otoczeniu. Zamkniecie pokrywy
zwigzane ze zblizeniem si¢ magnesu do czujnika spowo-

1. Stala Halla moze przyja¢ warto$¢ dodatnia badz ujemna, w zalez-
nosci od tego, czy nosnikami tadunku w danym materiale s3, odpo-
wiednio, dziury badz elektrony.

HALLOTRON

czujnik on/off

I'_'A T
-~ s[>

@ hallotron
@» magnes

czujnik ‘

pozycji katowej

Rys. 2. Szereg zastosowan czujnika Halla

duje odebranie przez czujnik sygnalu o zmianie pola ma-
gnetycznego. Informacja ta jest przesytana przez czuj-
nik do odpowiedniego oprogramowania, co spowoduje
reakcje w postaci przejscia urzadzenia w stan uspienia.
Taki automatyczny sposob dzialania pozwala zaoszcze-
dzi¢ trochg energii. Podobnie otwarcie pokrywy bedzie
skutkowalo wybudzeniem sie¢ urzadzenia i przejsciem w
tryb gotowosci do pracy.

Hallotrony s3 stosowane takze jako czujniki pozy-
cji katowej. Wyobrazmy sobie magnes staly w ksztal-
cie walca, ktdrego podstawa jest polaczona z elemen-
tem mogacym wykonywac ruch obrotowy tak, ze kazdy
ruch tego elementu wiaze sie bezposrednio z ruchem
obrotowym magnesu. Na magnes nalozony jest pier-
$cienn pozostajacy w stalej pozycji, na ktérym znaj-
duja sie réwno rozmieszczone czujniki Halla. Obrot ele-
mentu ruchomego polgczonego z magnesem wigze si¢
ze zmiang pola magnetycznego odbieranego przez czuj-
niki znajdujace si¢ na pierscieniu. Ruch ten przeklada
sie na odpowiednie zmiany napiecia, ktore po przetwo-
rzeniu sygnatu pozwalajg na detekcje kata obrotu. Taka
informacja moze by¢ wykorzystywana cho¢by w moto-
ryzacji przy wykonaniu manewru skretu pojazdu, gdzie
elementem ruchomym jest kierownica.

Jednak, jak juz wspomnieliSmy, odkrycie klasycz-
nego efektu Halla byto dopiero poczatkiem badan nad
procesami zwigzanymi z ,poprzeczng’ reakcja uktadu
na zaburzenie zewnetrzne (czyli prostopadly do kie-
runku zaburzenia — przyp. red.). Pionierskie prace
Edwina Halla w tej dziedzinie uczynily go ojcem szeregu
zjawisk okreslanych dzi§ mianem efektow hallowskich,
takich jak: klasyczny (opisany powyzej), kwantowy, ano-
malny, spinowy czy nieliniowy efekt Halla, ktérych
wspolnym mianownikiem jest przeplyw tadunku/spinu
w kierunku prostopadlym do zewnetrznego pola elek-
trycznego.
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2. Nowa ,jednostka” stala h/e?

Jest rzecza znamienng, ze niejednokrotnie piekno fizyki
mozemy doceni¢ na poziomie mikro(nano)skopowym,
w ukladach o zredukowanej liczbie wymiaréw, o czym
fizycy juz niejednokrotnie si¢ przekonali analizujac pro-
cesy zachodzace w ramach fizyki kwantowej. Nie inaczej

sprawa wyglada w przypadku kwantowego efektu Halla,
gdzie zjawiska kwantowe stajg si¢ widoczne w skali
makroskopowej. Efekt ten, charakterystyczny dla ukta-
déw dwuwymiarowych, zostal odkryty w obecnosci sil-
nego pola magnetycznego, B, w temperaturach helo-
wych (T < 4,2 K). Okazalo sie, ze wraz ze wzrostem B w
pewnych zakresach wartosci pola magnetycznego opor
Halla pozostaje niezmienny, a jego warto$¢ mozemy wy-
razi¢ poprzez wielokrotnosci stosunku jednej z najbar-
dziej fundamentalnych wielkosci fizycznych, tj. tadunku
elementarnego, e, i jednej z podstawowych stalych fi-
zycznych — stalej Plancka, h: R, = vLeZ’ przy czym
v = 1,2,3,... dla catkowitego i v = 1/3,2/5,3/7,...

dla utamkowego kwantowego efektu Halla. Co wiecej

dla tych samych zakres6w, przy ktérych R, osiaga pla-
teau, opor w kierunku przytozonego pola elektrycznego,
R.x, zanika (rys. 3(c)).

(a) (b) potprzewodnik
typu p (Si) 2DEG P
@ 00000000 | T
izolator (SiO,) —— <10 nm
VAR T TR T

metal

Rys. 3. Kwantowy efekt Halla: (a) schemat eksperymentu obrazujgcego
kwantowy efekt Halla [4], (b) przekroj poprzeczny przez strukture MOS-
FET, (c) zalezno$¢ oporu podtuznego, Ry, i poprzecznego, Ry, od warto-
$ci zewnetrznego pola magnetycznego, (d) schematyczne przedstawienie
skwantowania pozioméw Landaua w silnym polu magnetycznym (sche-
mat przedstawia fragment struktury pasmowej opisanej dokladniej na
rys. 5)

Calkowity kwantowy efekt Halla mozemy wyja-
$ni¢ wykorzystujac model jednoelektronowy, ktory za-
kfada brak oddzialtywan wzajemnych pomiedzy no-
$nikami. W przypadku bardzo cienkiej probki (rzedu

mikro(nano)metréw, gdzie dlugos¢ i szeroko$¢ znacz-
nie przekraczajg grubos¢ materiatu), nosniki poruszaja
sie swobodnie w plaszczyznie probki, ale majg ogra-
niczong zdolno$¢ ruchu w kierunku do niej prostopa-
dlym, stad méwimy, ze tworza tak zwany dwuwymia-
rowy gaz elektronowy (2DEG). W obecnosci pola ma-
gnetycznego prostopadiego do plaszczyzny probki, no-
$niki uwiezione w postaci 2DEG, moga przyjmowac
jedynie pewne $ciéle okreslone, skwantowane warto$ci
energii zwane poziomami Landaua. W zakresie silnych
pOl magnetycznych, skwantowanie poziomow staje si¢
bardziej widoczne, a na kazdym z pozioméw moze znaj-
dowac si¢ wiele elektronéw (rys. 3(d)). Stad liczba no-
$nikéw o danej warto$ci energii (znajdujacych si¢ na
tym samym poziomie energetycznym) jest niezmienna
w pewnym przedziale wartoéci pola magnetycznego, B,
co objawia si¢ stalg wartoscig Ry,. ,,Przechodzeniu” no-
$nikéw pomiedzy poziomami wraz ze zmiang wartosci
pola magnetycznego towarzyszy duze rozpraszanie ener-
gii, co uwidacznia si¢ w postaci maksimow R, [4, 5].

Istnienie catkowitego kwantowego efektu Halla zo-
stalo przewidziane teoretycznie w 1975 roku przez Tsu-
neya Ando i wspétpracownikow [6], cho¢ ze wzgledu na
zastosowane zaloZenia upraszczajace (zaniedbanie de-
fektow czy wplywu kontaktow pomiedzy probka a elek-
trodami), w eksperymentalne potwierdzenie otrzyma-
nych wynikéw nie do konica wierzyli nawet sami autorzy.
Sytuacja si¢ zmienila, kiedy pie¢ lat pozniej zjawisko to
potwierdzit w eksperymencie wykorzystujacym tranzy-
stor krzemowy typu MOSFET (struktura metal-tlenek-
potprzewodnik) Klaus von Klitzing [7], za co otrzymal
Nagrode Nobla z fizyki w 1985 roku [4]. Relacje h/e?
udalo sie odtworzy¢ z doktadno$cia rzedu 1/10°, dzieki
czemu stala sie ona standardem przedstawiania rezy-
stancji. Co wiecej, otrzymany rezultat zostal potwier-
dzony takze w innych materiatach (np. heterostruktu-
rach polprzewodnikowych bazujacych na arsenku galu)
z rbzng ilo$cig domieszek w ukladzie. Prébke i sche-
mat ukladu do pomiaru kwantowego efektu Halla przed-
stawia rys. 3(a), natomiast przekrdj przez strukture
MOSFET (ang. Metal-Oxide-Semiconductor Field-Effect
Transistor) ilustruje rys. 3(b).

W przypadku ulamkowego kwantowego efektu
Halla, w gre wchodzg takze oddziatywania coulombow-
skie pomiedzy elektronami, co skutkuje grupowaniem
nosénikéw w formy kwaziczastek (w niskich temperatu-
rach méwimy o powstaniu tak zwanej cieczy kwanto-
wej), prowadzacym do dodatkowego rozszczepienia po-
ziomoéw Landaua. Odkrycie oraz interpretacja utamko-
wego kwantowego efektu Halla zostaly uhonorowane
Nagroda Nobla dla trzech fizykdéw: Roberta Laughlina,
Horsta Stormera i Daniela C. Tsui w 1998 [8], cho¢
opis mechanizmu prowadzacego do niektérych otrzy-



A. Krzyzewska, Dziedzictwo Edwina Halla

19

manych w eksperymencie wartoéci utamkowych nadal
pozostaje na liScie nierozwigzanych probleméw z za-
kresu fizyki ciala statego [9].

Niska temperatura sprawia, ze elektron nie majac
wystarczajaco duzo energii termicznej, aby pokona¢
przerwe energetyczng, pozostaje na zajmowanym przez
niego poziomie. Jednak zeby z powodzeniem mysle¢
o praktycznym wykorzystaniu zjawiska, zdecydowanie
musimy wyj$¢ poza rezim temperatur helowych. Skwan-
towanie oporu poprzecznego w silnych polach magne-
tycznych (ok. 30 T) w temperaturze pokojowej udato sie
zaobserwowaé w grafenie [10] w 2007 roku. Grafen dat
sie poznac¢ jako dos¢ niezwykly material, w ktérym no-
$niki mozemy traktowac jak czastki bezmasowe. Dzigki
temu przerwy pomiedzy poziomami Landaua sg duzo
wigksze niz we wezeéniej badanych materiatach potprze-
wodnikowych, co pozwala na zachowanie przerwy ener-
getycznej nawet w wyzszych temperaturach.

3. Rola spinu w warunkach (bez)polowych

Jak zauwazyliSmy do tej pory zaréwno w klasycznym,
jak i kwantowym efekcie Halla czynnikiem niezbed-
nym do uzyskania poprzecznej (do sily wymuszajacej
— przyp. red.) odpowiedzi ukladu byla obecnosé¢ ze-
wnetrznego pola magnetycznego. Postawmy sobie za-
tem pytanie, czy jesteSmy w stanie zaobserwowac prad
poprzeczny w ukladzie bez udzialu zewnetrznego pola
magnetycznego?

Juz sam Edwin Hall zdawat sobie sprawe z tego, ze
w przewodniku magnetycznym, np. w zelazie (ferroma-
gnetyku) napiecie pomiedzy jego brzegami jest zdecydo-
wanie wigksze niz w przypadku przewodnika niemagne-
tycznego, takiego jak zloto czy srebro [11]. Fakt ten stat
sie impulsem do badania wplywu magnetyzacji w ukta-
dzie na efekt Halla.

Rozwazajac uklady magnetyczne, musimy uwzgled-
ni¢ fakt, ze elektron jest nosnikiem nie tylko fadunku,
ale takze spinu. Spin elektronu moze przyjmowaé dwa
stany, nazywane umownie spinem ,w gore” (1) i ,w dot”
(1), ktore oznaczamy strzatkami w przeciwnych kierun-
kach, jak na rys 4.

Ferromagnetyk wykazuje spontaniczne namagneso-
wanie, co sprawia, Ze wypadkowa warto§¢ magnetyzacji
takiego materiatu jest r6zna od zera i mamy do czynie-
nia z niejednakowg liczbg no$nikéw ze spinem 11 |. Oka-
zalo sie, ze jesli wywotamy przeptyw pradu w niekto-
rych ferromagnetykach, to nawet bez udziatu zewnetrz-
nego pola magnetycznego otrzymamy niezerowe napie-
cie hallowskie (rys. 4(a)). Zjawisko to nazwano anomal-
nym efektem Halla.

Zauwazmy, ze chociaz juz Edwin Hall otrzymat
pierwsze wyniki sugerujace wplyw magnetyzacji mate-
rialu na prad poprzeczny w uklfadzie, to dopiero prace

(@)

Rys. 4. Schemat eksperymentu obrazujacego: (a) anomalny efekt Halla,
(b) spinowy efekt Halla oraz (c) pomiar pradu spinowego w odwrotnym
spinowym efekcie Halla (skrét SO oznacza obecno$¢ oddziatywania typu
spin-orbita w materiale)

kolejnych fizykow, ktore ukazaly sie kilkadziesigt lat poz-
niej, pozwolily zrozumie¢ mechanizmy stojace za tym
zjawiskiem [12, 13, 14].

Co sprawia, ze pomimo nieobecnosci sity Lorentza
zakrzywiajacej tor ruchu elektronéw, noséniki nie poru-
szaja sie wzdluz kierunku pola elektrycznego, ale ewi-
dentnie zakrzywiaja swoja trajektorie? Przyczyna ta-
kiego zachowania nosnikéw jest obecnos¢ w ukladzie
oddziatywania typu spin-orbita (SO). Oddzialywanie
to pelni role wewnetrznego pola magnetycznego, ktére
dziala na spin czastki, w odrdznieniu od zewnetrz-
nego pola magnetycznego wplywajacego na porusza-
jace si¢ fadunki elektryczne. Oddzialywanie SO jest Zr6-
dlem m.in. proceséw rozproszeniowych zaleznych od
spinu. Procesy te prowadza do sytuacji, w ktérych w
wyniku oddziatywania elektronu z domieszka, tory ru-
chu nosénikéw o przeciwnych spinach ulegaja odchyle-
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niu w przeciwnych kierunkach. Co wigcej, oddzialywa-
nie spinowo-orbitalne jest takze Zrédlem modyfikacji
struktury pasmowej, ktora generuje dodatkowy wklad
do predkosci nosnikow, zwany predkoscig anomalng. W
efekcie otrzymujemy nieréwnowagowg akumulacje no-
$nikéw o przeciwnych spinach na krawedziach probki,
ktora jest zZrédtem napiecia hallowskiego nawet pod nie-
obecno$¢ zewnetrznego pola magnetycznego.

Jest jeszcze jeden istotny aspekt, o ktérym warto
wspomnie¢. Pamietamy, ze elektrony przenosza tadunek
oraz spin, co pozwala nam moéwi¢ o pradzie tadunko-
wym, a takze o pradzie spinowym spowodowanym ru-
chem elektronéw. W wyniku oddzialywania typu spin-
orbita, elektrony ze spinem 1 sg odchylane w lewo, na-
tomiast elektrony ze spinem | sg odchylane w prawo
(rys. 4(a)). W ukladach ferromagnetycznych wprowa-
dzamy pojecie spinu wiekszosciowego i mniejszo$cio-
wego, co w naszym przypadku oznacza, ze spin 1 jest
spinem wigkszo$ciowym, ktdry wyznacza nam takze
kierunek przeptywu tadunku. W efekcie, oprocz po-
przecznego pradu fadunkowego otrzymujemy takze po-
przeczny prad spinowy.

W tym momencie niemal automatycznie nasuwa sie
pytanie, czy istnieje mozliwo$¢ generacji pradu spino-
wego bez towarzyszacego mu pradu fadunkowego, tj.
uzyskania czystego prgdu spinowego? Twierdzacej od-
powiedzi na to pytanie udzielili w 1971 roku Mikhail
Dyakonov i Vladimir Perl [16, 17], wysnuwajac hipo-
teze o mozliwosci konwersji pradu tadunkowego na spi-
nowy w ukladzie paramagnetycznym, tj. takim, w kto-
rym liczby noénikéw ze spinem 1 i | s3 identyczne.
Fakt ten sprawia, ze akumulacji spinu na krawedziach
probki nie towarzyszy napiecie hallowskie. Zjawisko to
zyskato miano spinowego efektu Halla (rys. 4(b)) i znala-
zlo potwierdzenie w eksperymencie przeprowadzonym
w uktadach pétprzewodnikowych dopiero ponad 30 lat
pdzniej [19].

Weielajac sie w role dociekliwego ucznia, postawmy
sobie kolejne pytanie: czy i w jaki sposéb mozemy zmie-
rzy¢ prad spinowy? Zrealizowane koncepcje pomiaru
pradu spinowego wykorzystuja odwrotny spinowy efekt
Halla [20, 21], poprzez detekcje pradu tadunkowego
wywolanego pradem spinowym. Napiecie, ktérego zré-
dlo stanowi powstaly prad fadunkowy, jest proporcjo-
nalne do pierwotnego pradu spinowego, stad otrzy-
mujemy informacje o pradzie spinowym w ukladzie
(rys. 4(c)) [22].

Spinowy i odwrotny spinowy efekt Halla stwarzaja
mozliwo$¢ generacji i detekeji pradu spinowego w ukta-
dach niemagnetycznych, bedac tym samym cennym na-
rzedziem badawczym, umozliwiajgcym kontrole spinu
bez udzialu pola magnetycznego. Ponadto na podstawie
spinowego efektu Halla stworzono spinowy tranzystor

polowy, bazujacy na pradzie spinowym, w odréznieniu
od tradycyjnych tranzystoréw wykorzystujacych prze-
plyw tadunku [23].

4. W strone topologii

Podobnie jak klasyczny efekt Halla, takze anomalny i spi-
nowy posiadajg swoje kwantowe odpowiedniki. Efekty
te obserwujemy w nowej klasie materialéw — w tzw. to-
pologicznych izolatorach (rys. 5) [25].

Rys. 5. Schematyczne przedstawienie struktury pasmowej (rozktadu ener-
getycznego no$nikéw) dla metalu, potprzewodnika, izolatora i izolatora
topologicznego. Poziom Fermiego wyznacza gérng granice obsadzenia
stanow. Obecno$¢ noénikéw w pasmie przewodnictwa (kolor czerwony) —
bioracych udzial w transporcie — sprawia, ze dany material jest przewod-
nikiem (metal). W przypadku pélprzewodnika dostarczenie do uktadu
niewielkiej ilo$ci energii (np. termicznej poprzez zwiekszenie temperatury)
powoduje przeskok nosnikéw z pasma walencyjnego do przewodnictwa,
dzigki czemu w materiale moze zachodzi¢ transport tadunku. Dla izolatora
i izolatora topologicznego przerwa pomiedzy pasmem przewodnictwa
a walencyjnym jest duza, co wskazywaloby na brak transportu w ukfadzie.
Jednak w przypadku izolatora topologicznego 3D/2D istnienie stanow
przewodzacych na powierzchni/krawedziach materiatu sprawia, ze mate-
riat jest przewodnikiem na powierzchni/krawedzi, pozostajac we wnetrzu
izolatorem. Lupa wskazuje, ze za schematycznym przedstawieniem pasma
przewodnictwa i walencyjnego jako kolorowe bloki, kryje si¢ zbi6r pasm,
ktorych liczba i rozklad oraz uksztattowanie s specyficzne dla danego
ukfadu

Topologia jest dziedzing matematyki, ktérej pojecia
zostaly z powodzeniem przeniesione na grunt fizyki. Od
czasu przyznania Nagrody Nobla z fizyki w 2016 roku
za teoretyczne odkrycia topologicznych przejs¢ fazowych
i topologicznych faz materii trzem brytyjskim naukow-
com: Davidowi Thoulessowi, Duncanowi Haldaneowi
oraz Michaelowi Kosterlitzowi [24], koncept topologii
coraz wyrazniej odciska swoje pietno w fizyce ciala sta-
tego. Zapewne wielu z nas styszalo o réwnowaznosci to-
pologicznej kubka i obwarzanka: méwi nam ona o tym,
ze pewne cechy obiektu (tu: liczba otworéw) nie ulegaja
zmianie nawet przy modyfikacji innych wielkosci (defor-
magcji kubka, jakby byl zrobiony z plasteliny), przyjmu-
jac $cisle okreslone wartosci. Cechy te okresla sie mia-
nem niezmiennikow topologicznych.

I tak, niezmiennikiem topologicznym w podanym
przykladzie bedzie liczba dziur w badanym obiekcie: o
ile zaréwno dla kubka (z uszkiem) jak i obwarzanka war-
tos¢ tej stalej jest rowna 1, o tyle dla arbuza czy wazonu
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przyjmie ona warto$¢ 0, natomiast w przypadku torby
na zakupy czy oprawki okularowej — 2. anomalny EH
Przechodzac na grunt fizyki, w ramach poje¢ to- w_

ologii mozemy wyjasni¢ catkowity kwantowy efekt Krzywizna hiezmiennik
polog y wWy) ty y A/ Berry'ego topologiczny
Halla, gdzie stala v jest niezmiennikiem topologicznym o a ,

A ) ] . nieliniowy EH catkowity

(Ryy = 5.2), mogacym przyjmowac tylko wartosci z topologiczny EH kwantowy EH

zakresu liczb calkowitych. W przypadku utamkowego
kwantowego efektu Halla, uwzglednienie oddzialywa-
nia coulombowskiego pomiedzy elektronami powoduje,
ze stala v moze przyjmowac wartosci utamkowe.

Wyjasnienie kwantowego efektu Halla zapoczatko-
walo mariaz z topologia, ktéra odgrywa role w opisie
efektow hallowskich (rys. 6). W tym miejscu jedynie
wspomne o jej najwazniejszych osiagnieciach na tym
polu.

Nowe, topologiczne spojrzenie na znane zjawiska
doprowadzilo do reinterpretacji predkosci anomalnej w
anomalnym efekcie Halla, wiazac ja z tak zwana krzywi-
zng Berry'ego, ktora, pozostajac w opisie potklasycznym
i przez analogie do elektrodynamiki, mozemy wyobra-
zi¢ sobie jako sile pola oddzialujacego na czastke poru-
szajaca sie¢ w ramach danego pasma/kanatu n (w modelu
jednoelektronowym, na jeden kanal/pasmo przypada je-
den elektron).

Zatrzymajmy si¢ na moment w tym miejscu i roz-
szerzmy nasz polklasyczny opis o interpretacje kwan-
towa. Jedna z podstawowych zasad, jakimi rzadzi sie me-
chanika kwantowa, jest nielokalno$¢ (pojecie tzw. upior-
nego dzialania na odlegto$¢ uknute przez Alberta Ein-
steina). Najpro$ciej rzecz ujmujac chodzi o to, ze zja-
wiska zachodzgce w jednym miejscu majg wplyw na
to, co dzieje si¢ w innym. Innymi stowy wazne jest,
gdzie przebywatla czastka w trakcie zakreslania swojej
trajektorii. W przypadku czastki poruszajacej si¢ w prze-
strzeni, zasada ta objawia sie w postaci fazy geometrycz-
nej, ktora czastka zyskuje podczas ruchu po zamknie-
tym torze. Ze wzgledu na to, ze w obrazie kwantowym
kazdg czastke mozemy traktowac jednocze$nie jako fale,
stan danej czastki opisujemy za pomoca funkcji falowe;.
Wspomniana faza geometryczna wchodzi do opisu ta-
kiej funkeji jako tak zwana faza Berryego. Ta z kolei jest
$cisle zwiazana z krzywizna Berryego, bedaca zrédlem
poprzecznej sktadowej predkosci w anomalnym efekcie
Halla.

W uktadach, gdzie krzywizna Berryego pojawia sie
na skutek niekolinearnego ulozenia spinéw (spiny ato-
mow sieci nie leza w jednej plaszczyznie) mamy do czy-
nienia z topologicznym efektem Halla [26].

W ostatnich latach pojawila si¢ takze koncepcja nie-
liniowego efektu Halla, w ktorej gléwna role odgrywa
wspomniana krzywizna Berryego. Poznane do tej pory
efekty Halla mozemy sklasyfikowa¢ jako liniowe wzgle-
dem pola elektrycznego, Ry, o< E,. Nieliniowy efekt

Rys. 6. Powigzanie efektéw hallowskich (EH) z topologia

Halla polega na pojawieniu sie poprzecznego pradu
tadunkowego proporcjonalnego do kwadratu warto$ci
pola elektrycznego, Ry, o< EZ. Obecno$¢ nieliniowej
odpowiedzi ukladu zostata zasugerowana w 2015 roku
przez Inti Sodemana i Lianga Fu [27] i potwierdzona
w eksperymencie juz cztery lata pozniej. Efekt ten za-
obserwowano zar6wno w dwuwymiarowych uktadach
niemagnetycznych bez udzialu zewnetrznego pola ma-
gnetycznego, jak i w izolatorach topologicznych w obec-
nosci pola magnetycznego przylozonego w plaszczyznie
probki [28].

Mozemy teraz zapytaé, czy i w jaki sposob nieli-
niowy efekt Halla moglby zosta¢ wykorzystany w prak-
tyce? W odréznieniu od pozostalych efektéw hallow-
skich, w przypadku nieliniowego efektu Halla potencjal-
nych zastosowan poszukajmy w obszarze zwigzanym z
pradem zmiennym. Ze wzgledu na to, ze w odpowiedzi
na sygnal o czestotliwoéci f otrzymujemy poprzeczng
odpowiedz o czestotliwo$ci 2 f, uktad wykorzystujacy
ten efekt moglby dziala¢ jako generator drugiej har-
monicznej. Operujac czestotliwo$ciami giga- i teraher-
cowymi mozemy z powodzeniem szuka¢ zastosowania
w nastepnych generacjach sieci bezprzewodowych.

5. Bez kropki nad i

Jak widzimy, rola topologii w interpretacji efektéw hal-
lowskich jest nie do przecenienia. Rzetelne przedstawie-
nie poje¢, jakimi postuguje sie ta stosunkowo nowa dzie-
dzina wiedzy w kontekscie fizyki, wymaga co najmniej
osobnego artykulu. Natomiast gtéwnym celem niniej-
szej pracy bylo przedstawienie mnogosci zjawisk posia-
dajacych wspolne korzenie, a takze ich interpretacja w
jezyku potklasycznym tam, gdzie jest to mozliwe, jedy-
nie w niewielkim stopniu uchylajac drzwi do $wiata fi-
zyki kwantowej. Tym samym autorka z pelng swiadomo-
$cig pozostawia czytelnika z pewnym niedosytem wie-
dzy majac nadzieje, ze udalo jej si¢ rozbudzi¢ ciekawosé¢
sktaniajaca do dalszych poszukiwan odpowiedzi na nur-
tujace pytania w zakresie przedstawionych zjawisk i ak-
tualnych zagadnien fizyki ciala statego.

Podziekowanie

Dziekuje Annie Dyrdat za cenne uwagi do tekstu.



22

A. Krzyzewska, Dziedzictwo Edwina Halla

Literatura

(1]
2]
(3]

(4]

(8]
[9]

[10]

(1]

[16]

E.Hall, On a New Action of the Magnet on Electric
Currents, Am. J. Math. 2, pp. 287-292 (1879).

G. S. Leadstone, The discovery of Hall effect, Phys.
Educ. 14, 374 (1979).

J. Dolinski, Czujniki Halla — pomiary pola ma-
gnetycznego i detekcja polozenia obiektow, https:
//elektronikab2b.pl (2017), [dostep 22.03.2020].

K. von Klitzing, The Quantized Hall Effect, Nobel
Lecture (1985); 25 Years of Quantum Hall Effect
(QHE). A Personal View on the Discovery. Physics
and Applications of this Quantum Effect, Sémina-
ire Poincaré 2, (2004).

K. I. Wysokinski, T. Dietl, Catkowity i utam-
kowy kwantowy efekt Halla, Postepy Fizyki 36, 515,
(1985).

T. Ando i in., Theory of Hall Effect in a Two-
Dimensional Electron System, J. Phys. Soc. Jpn. 39,
279 (1975) .

K. von Klitzing i in., New Method for High-
Accuracy Determination of the Fine-Structure
Constant Based on Quantized Hall Resistance,
Phys. Rev. Lett. 45, 494 (1980) .

H. L. Stormer, Nobel Lecture: The fractional quan-
tum Hall effect, Rev. Mod. Phys. 71, 875 (1999).
List of wunsolved problems in physics,
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_unsolved_
problems_in_physics, [dostep 05.04.2020].

K. Novoselov i in., Room-temperature quantum
Hall effect in graphene, Science 315, 1379 (2007).
E. Hall, XVIIL On the “Rotational Coefficient” in
nickel and cobalt. London, Edinburgh, and Dublin
Philosophical Magazine and Journal of Science, 12
(74), 157-172 (1881).

R. Karplus, J. M. Luttinger, Hall Effect in Ferroma-
gnetics, Phys. Rev. 95, 1154 (1954).

J. Smit, The spontaneous Hall effect in ferromagne-
tics, Physica 21, 877 (1955); Physica 24, 39 (1958).
L. Berger, Side-Jump Mechanism for the Hall Effect
of Ferromagnets, Phys. Rev. B 2, 4559 (1970).

V. Zayets, Anomalous Hall effect (AHE),
https://staff.aist.go.jp/v.zayets/spin3_50_
AnomalousHall.html, [dostep 19.10.2020].

M. Dyakonov, V. Perel, Possibility of orienting elec-
tron spins with current, Sov. Phys. JETP Lett. 13,

[17]

(18]

[19]

(20]

(21]

[22]

(23]

(24]

[25]

[26]

[27]

(28]

11 (1971); Current-induced spin orientation of elec-
trons in semiconductors, Phys. Lett. A 35, 6 (1971).
J. Hirsch, Spin Hall Effect, Phys. Rev. Lett. 83,1834
(1999).

V. Zayets, Spin Hall effect. Inverse spin Hall
effect,  https://staff.aist.go.jp/v.zayets/spin3_42_
SpinHallEffect.html, [dostep 19.10.2020].

Y. Kato i in., Observation of the Spin Hall Effect in
Semiconductors, Science, 306, 5703 (2004); J. Wun-
derlichiin., Experimental Observation of the Spin-
Hall Effect in a Two-Dimensional Spin-Orbit Co-
upled Semiconductor System, Phys. Rev. Lett. 94,
4 (2005) .

E. Saitoh i in., Conversion of spin current into
charge current at room temperature: Inverse spin-
Hall effect, Appl. Phys. Lett. 88, 182509 (2006).

S. Valenzuela, M. Tinkham, Direct electronic me-
asurement of the spin Hall effect, Nature 442, 176
(2006).

J. Balakrishnan i in., Colossal enhancement of
spin—orbit coupling in weakly hydrogenated gra-
phene, Nat. Phys. 9, 284 (2013); A. Avsar i in.,
Spin-orbit proximity effect in graphene, Nat. Com-
mun. 5,1(2014) .

J. Wunderlich i in., Spin Hall Effect Transistor,
Science 330, 1801 (2010).

Nobel Prize in Physics 2016, https://www.
nobelprize.org/prizes/physics/2016, [dostep:
10.04.2020].

L. Cywinski, T. Dietl, Izolatory topologiczne —
niespodzianki ukryte w strukturze pasmowej izo-
latoréw, Postepy Fizyki 61, 4 (2010).

A. Neubauer i in., Topological Hall Effect in the A
Phase of MnSi, Phys. Rev. Lett. 102, 186602 (2009).
I. Sodemann, L. Fu, Quantum nonlinear Hall ef-
fect induced by Berry curvature dipole in time-
reversal invariant materials, Phys. Rev. Lett. 115,
216806 (2015).

K. Kang i in., Nonlinear anomalous Hall effect in
few-layer WTe,, Nat. Mater. 18, 324 (2019); Q. Ma
i in., Observation of the nonlinear Hall effect un-
der time-reversal-symmetric conditions. Nature
565, 337 (2019); P. He i in., Nonlinear Planar Hall
Effect, Phys. Rev. Lett. 123, 016801 (2019).


https://elektronikab2b.pl
https://elektronikab2b.pl
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_unsolved_problems_in_physics
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_unsolved_problems_in_physics
https://staff.aist.go.jp/v.zayets/spin3_50_AnomalousHall.html
https://staff.aist.go.jp/v.zayets/spin3_50_AnomalousHall.html
https://staff.aist.go.jp/v.zayets/spin3_42_SpinHallEffect.html
https://staff.aist.go.jp/v.zayets/spin3_42_SpinHallEffect.html
https://www.nobelprize.org/prizes/physics/2016
https://www.nobelprize.org/prizes/physics/2016

Defekty topologiczne i przemiany fazowe!

Wyklad noblowski wygloszony 8 grudnia 2016

John Michael Kosterlitz

Uniwersytet Browna, Providence, Rhode Island, USA
Opublikowany w jezyku polskim za zgoda Nobel Foundation

©the Nobel Foudation 2016

Przektad dokonany przy wsparciu finansowym Fundacji Pro-Physica

Stowa kluczowe: uklady dwuwymiarowe, przemiany fazowe indukowane przez defekty topologiczne, wiry

w uktadach spinéw, dyslokacyjna teoria topnienia, grupa renormalizacji

Keywords: two-dimensional systems, phase transitions induced by topological effects vortices in spin systems,

dislocation theory of melting, renormalization group flow

1. Wprowadzenie

To wielki zaszczyt, méwi¢ dzi§ do Panstwa na temat
teoretycznych odkry¢ dotyczacych topologicznych prze-
mian fazowych i topologicznych faz materii. Jako ze
gtéwny bohater, David Thouless?, nie moze tu wysta-
pi¢ osobiscie, my, dwaj pomniejsi bohaterowie, Duncan
Haldane i ja, zostali$my poproszeni, aby zastapi¢ Davida.
Jest to bardzo trudne zadanie. Dreczyto mnie ono przez
diuzszy czas, gdyz nie uwazalem si¢ za odpowiednia do
tego osobe. W koncu czas [dany mi na podjecie decy-
zji]® uplynati musialem przygotowac co$, co by sie nada-
walo. Postanowilem wigc rozpoczaé¢ od moich pierw-
szych kontaktéw z Davidem i powiedzie¢, jak doszlo do
tego, Ze w koficu wspolnie pracowalismy nad czyms, co
przyniosto Nagrode Nobla. Nastepnie podsumuje moje
zrozumienie przelomu, jakim bylo zastosowanie przez
Niego topologii do klasycznej (tj. wystepujacej nawet
w granicy i = 0) przemiany fazowej Bierezinskiego-
Kosterlitza-Thoulessa zwanej tez przemiang BKT. Da-
vid pracowal réwniez nad wieloma réznymi zastosowa-
niami topologii do ukladéw kwantowomechanicznych
i zwiazanymi z topologia zjawiskami, takimi jak kwan-
towy efekt Halla. O wkladzie, jaki David wniést do tych
zagadnien, powie Pafistwu Duncan Haldane.

Po raz pierwszy ujrzalem Davida Thoulessa w roku
1961, gdy bytem $wiezo upieczonym studentem Uniwer-

1. Nagrode Nobla z fizyki w roku 2016 podzielili miedzy siebie David
J. Thouless, E. Duncan M. Haldane i J. Michael Kosterlitz. Artykut
jest tekstem jednego z dwoch wyktadow wygloszonych z tej okazji
(przyp. red.).

2. David J. Thouless zmarl 06.04.2019 (przyp. red.).

3. Teksty w nawiasach kwadratowych dodat ttumacz z uwagi na zbyt
zwiezly, a czasem wrecz niezrozumiaty jezyk oryginatu (przyp. red.).

sytetu w Cambridge. Wraz z duzg grupa ¢wiczeniowa
oczekiwalem na prowadzacego zajecia z matematyki dla
fizykow, zeby przyszed! i nas o$wiecit, gdy do sali wkro-
czyt jaki$ mlody cztowiek, zdecydowanie za mlody, jak
na taki zaawansowany przedmiot. Bylo jasne, ze pomylit
sale. Ku naszemu zdumieniu stanal przed nami i zaczat
mowic o roznych skomplikowanych kawatkach matema-
tyki, o ktérych wiekszo$¢ grupy albo nigdy wezesniej nie
slyszala, albo ich nie rozumiala. Z miejsca stalo si¢ jasne,
ze mamy do czynienia z umystem dzialajacym na zupet-
nie innym poziomie, niz umysly zasiadajacych w audy-
torium. Moje pdzniejsze kontakty z Davidem tylko spo-
tegowaly to pierwsze wrazenie. Po raz drugi zetknatem
sie z nim w roku 1971 na Wydziale Fizyki Matematy-
czej Uniwersytetu w Birmingham w Anglii, gdzie trafi-
tem troche przez przypadek jako postdok zajmujacy sie
fizyka wysokich energii. Po roku przezywania frustra-
cji szukatem wtedy jakiego$ nowego problemu, ktérym
mogltbym sie zajaé, a David wprowadzil mnie w nowy
$wiat topologii i przemian fazowych w ukfadach dwu-
wymiarowych.

Jesli o mnie chodzi, to moje badania wzbudzen to-
pologicznych rozpoczely sie w roku 1970, gdy bytem zaj-
mujacym sie fizyka wysokich energii postdokiem w In-
stytucie Fizyki Teoretycznej na uniwersytecie w Turynie
we Wiloszech. Bedac bardzo niezorganizowana osoba
nie zdazylem wysta¢ w pore mojego zgloszenia do kon-
kursu na stanowisko w CERN w Genewie i zostalem bez
zatrudnienia na nastepny rok. Po wyslaniu kilku odpo-
wiedzi na ogloszenia o pracy znalezione w brytyjskich
czasopismach, otrzymatem stanowisko postdoka na Wy-
dziale Fizyki Matematycznej uniwersytetu w Birming-
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ham w Anglii. Nie mialem ochoty jecha¢ do Birming-
ham, ktére w owym czasie byto duzym miastem przemy-
stowym w ptaskim §rodku Anglii, w ktérym budowano
wiele samochodéw i cigzaréwek. Z pewnoscia nie bylo
to dla mnie najlepsze miejsce do zycia, jednak z moja
dziewczyng zdecydowalismy, ze bedzie to lepsze niz al-
ternatywa, jaka byl brak zatrudnienia. Przez pierwszy
rok pracy kontynuowalem tam pewne skomplikowane
obliczenia w ramach kwantowej teorii pola, ale przyda-
rzyl mi si¢ przykry wypadek: bytem juz bliski spisywa-
nia moich obliczen do publikacji, gdy na moim biurku
wyladowal preprint grupy z Berkeley, ktora zrobita do-
kladnie to samo. Gdy taka sytuacja powtorzyla sie jesz-
cze dwa lub trzy razy, stracilem wszelkie ztudzenia.
W desperacji zaczalem obchodzi¢ caty wydzial w poszu-
kiwaniu jakieg$ sensownego problemu z jakiejkolwiek
dziedziny fizyki. Pojawilem sie tez w gabinecie Davida
Thoulessa, by ustysze¢ od niego o kilku nowych i tajem-
niczych pojeciach, takich jak topologia, wiry w substan-
cjach wykazujacych nadciektos¢ i dyslokacje w dwuwy-
miarowych krysztatach. Zeby bylo jeszcze gorzej, moja
znajomos¢ mechaniki statystycznej byla niemal zerowa,
poniewaz wcze$niej nie uczgszczatem na wyklad z tego
przedmiotu, uwazajac, ze jest on nieistotny dla fizyki
wysokich energii, ktéra uwazatem za jedyny godny za-
interesowania dzial fizyki. Ku memu zaskoczeniu po-
mysty Davida wydaly mi si¢ sensowne i, jako nowe
iodmienne [od innych], warte rozpatrzenia. Zaczelismy
pracowa¢ nad problemem przemian fazowych, w kto-
rych posredniczg defekty topologiczne; mojemu niedo-
ksztalconemu umystowi wydawato sie to po prostu jesz-
cze jednym zastosowaniem teoriopolowych koncepcji
i jako takim wartym, by sie im przyjrze¢. Nie zdawatem
sobie sprawy ani z tego, jak nowatorskie i istotne okaza
sie w nadchodzacych dekadach te idee oraz ich zastoso-
wania, ani dokad nas one zaprowadza.

Teraz chcialbym powiedzie¢, jak wydatnie David
przyczynil si¢ do zrozumienia przemian fazowych
w ukladach dwuwymiarowych. Jednym z powodéw za-
jecia si¢ przez nas takimi wlasnie ukladami bylo to, ze
wydawaly sie nam one prostsze niz uklady tréjwymia-
rowe. David juz wczeéniej zajmowal si¢ byl przemia-
nami fazowymi indukowanymi przez defekty topolo-
giczne w kontekscie jednowymiarowego lancucha spi-
néw Isinga, ktérych oddziatywanie wzajemne zanikato
[z odlegtoscia] jak 1/r*. Model taki mozna tez rozpa-
trywaé w jezyku defektéw topologicznych lub $cian
domenowych, ktérych oddzialywanie zmienia si¢ jak
In(r/a) [1]. Wcze$niej David wykazat byt, ze w [tempe-
raturze krytycznej] T, namagnesowanie spada do zera
w sposOb nieciagly, mimo iz nie jest to przemiana fa-
zowa pierwszego rodzaju. Efekt ten zostal pdzniej bar-
dziej iloSciowo zbadany przez Andersona i Yuvala [2],

ktorzy zastosowali do niego jedna z pierwszych wersji
grupy renormalizacji. Praca ta w istotny sposob wply-
neta na nasze myslenie o przemianach fazowych indu-
kowanych przez defekty, gdyz zainspirowata nas do szu-
kania innych uktadéw, w ktérych wystepuja punktowe
defekty topologiczne, a ich oddzialywania wzajemne
zaleza od odleglosci w sposéb logarytmiczny. Przykta-
dami takich defektow sa punktowe wiry w bfonach two-
rzonych przez atomy ‘He, w blonach nadprzewodza-
cych oraz punktowe dyslokacje w dwuwymiarowych
krysztatach. To z kolei doprowadzito nas do zastosowa-
nia do takich ukladéw modelu gazu coulombowskiego.
Ci z Panfistwa, ktdrzy zwracaja uwage na szczeg6ly moga
jednak uwaza¢, ze analogia ta ma powazng wade, gdyz
nasz wyj$ciowy jednowymiarowy uktad jest rozny od
innych ukladéw, ktére mozna traktowac jak gaz co-
ulombowski w dwoch wymiarach. Powodem, dzieki
ktéremu [analogia] z gazem coulombowskim jednowy-
miarowego uktadu z oddzialywaniem logarytmicznym
dziala, sg natozone [na ten uklad takie] wigzy wymu-
szajace, ze tadunki (lub $ciany domen) rozmieszczone
wzdluz linii majg naprzemienne znaki. Jesli wiezy te zo-
stalyby zniesione, przemiana fazowa by znikta. Oczywi-
$cie nie jest to pierwszy przypadek, gdy poprawna kon-
kluzja zostata wyprowadzona z blednych przestanek.
Jako ze standardowym modelem dwuwymiarowego
krysztatu jest taki uklad czasteczek, ze znajomo$é
polozenia jednej z nich wyznacza poprzez réwnosé
r(n,m) = ne +me, (n,m = 0,1,+2,...+00,
a e i e s3 dwoma fundamentalnymi wektorami
sieci) polozenia wszystkich pozostalych, pierwsza rze-
cz3, jaka musieliémy zrozumie¢, byla rola dlugozasie-
gowego uporzadkowania w krysztatach i substancjach
nadcieklych. Problemem jest tu argument Paierlsa [3, 4],
ktéry mowi, ze w dwuwymiarowym ciele staltym dtugo-
zasiegowe uporzadkowanie nie jest mozliwe, poniewaz
wzbudzenia fononowe o niskich energiach powoduja,
iz w ukladzie o wymiarach L x L $rednie kwadratowe
wychylenie czasteczek z ich polozen réwnowagi rosnie
logarytmicznie wraz ze wzrostem rozmiaru L ukladu.
Pogladowo dwuwymiarowy krysztal mozna sobie wy-
obrazi¢ jako plaski elastyczny arkusz, na ktérym zazna-
czona jest sie¢ punktdw reprezentujgcych atomy lub cza-
steczki krysztatu. Rozciggnijmy teraz, nie rozdzierajac
go, jedne obszary tego arkusza, a inne $ci$nijmy repre-
zentujagc w ten sposob gladkie, elastyczne odksztatce-
nia krysztatu. W oczywisty sposéb punkty (czasteczki)
oddala si¢ znacznie (w rzeczy samej o odlegtosci pro-
porcjonalne do v/In L) od swoich wyjsciowych potozen,
cho¢ struktura sieci pozostanie zachowana. Scisty do-
wdd niewystepowania dlugozasiegowego uporzadkowa-
nia takiego rodzaju zostal podany przez Mermina [5].
Podobne argumenty pokazuja, Ze spontaniczne nama-
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gnesowanie nie wystepuje w dwuwymiarowym magne-
tyku Heisenberga [6] oraz ze warto$¢ oczekiwana para-
metru porzadku charakteryzujacego nadciekto$¢ dwu-
wymiarowej cieczy Bosego jest réwna zeru [7].

Zgodnie z tym, co sie na poczatku lat siedemdziesia-
tych powszechnie uwazalo, oznaczalo to, iz [w ukladach
dwuwymiarowych] przemiania fazowa do stanu upo-
rzadkowanego nie moze zachodz¢ w zZadnej skonczonej
temperaturze, gdyz stan uporzadkowany po prostu nie
istnieje! Ta drobna sprzeczno$¢ nas jednak nie powstrzy-
mata: Davida — bo rozumiat on subtelnos¢ zagadnienia
i byl w stanie dostrzec wyjscie z pozornej sprzecznosci,
a mnie — bo zbyt malo wiedzialem, aby w ogole zda-
wac sobie sprawe, ze jaka$ sprzecznos¢ istnieje. Patrzac
z perspektywy, zrozumiatem, ze wyjgtkowo czasami by-
cie nie§wiadomym tego, iz jaki$ problem jest nierozwia-
zywalny pozwala posuwac sie do przodu i rozwigza¢ go
mimo to. Na szcze$cie dla mnie byta to wlasnie jedna
z takich sytuacji. Oczywiscie pomoglo nam tez to, ze
byly pewne numeryczne i eksperymentalne dowody wy-
stepowania przemian fazowych do bardziej uporzadko-
wanej fazy niskotemperaturowej w dwuwymiarowych

Ryc. 1. Na osi poziomej odfozona jest miara calkowitej gestosci powierzch-
niowej zaadsorbowanej blony, a na osi pionowej wielko$¢ —Af bedaca
miarg zaadsorbowanej masy, ktéra odlaczyta sie od oscylujacego podtoza.
Przedruk za zgoda z pracy M. Chestera, L.C. Yanga i ].B. Stephensena Phys.
Rev. Lett. 31, 211 (1972) [© by APS]

krysztatach [8, 9], bardzo cienkich btonach tworzonych
przez atomy *He [10, 11] i w dwuwymiarowych mo-
delach magnetykoéw [12, 13, 14]. Najbardziej przekony-
wujacym nas dowodem eksperymentalnym byt wykres
przedstawiony na ryc. 1. Pokazana jest na nim zalezno$¢
obnizenia A f czestosci rezonansowej f krysztatu od po-
wierzchniowej gestosci masy zaadsorbowanej na jego
powierzchni blony utworzonej z *He. Odchylenie tej za-
leznosci od linii prostej $wiadczy o pojawieniu sie stanu
nadcieklego. Jest jasne, ze gdy gesto$¢ ps(T) zaadsor-
bowanej masy wzrasta, w dwuwymiarowej blonie za-
chodzi gwaltowna przemiana; przypuszczalnie gestosé
ps(T) masy ma przy tym skoniczong nieciagltos¢. Takie
zachowanie wydawalo si¢ bardzo dziwne, gdyz zgodnie
z powszechng wiedzg przy przechodzeniu do fazy upo-
rzadkowanej gestos¢ ps powinna byta narastaé w sposob
ciagly od zera. Wymagalo wiec ono wyjasnienia, ktore
musialo by¢ oczywidcie rézne od tego, co byto wezesniej
znane.

2. Przelom

Rozwigzanie tej zagadki jest takie, ze w niektdrych
uktadach dwuwymiarowych moze istnie¢ bardziej sub-
telny typ uporzadkowania, nazywany uporzadkowa-
niem topologicznym. Najprostszym przykladem [ta-
kiego ukladu] jest ferromagnetyk Isinga tworzony przez
zbidr spinéw S, = +1 umieszczonych w weztach D-
wymiarowej sieci kubicznej. Reguly mechaniki staty-
stycznej sg nastepujace: (i) kazda konfiguracja o ener-
gii E ukladu moze wystapi¢ z prawdopodobienstwem
exp(—E/kgT), (ii) nalezy obliczy¢ funkcje podzialu
Z(T) = Ykonfig. eXP(~E/kpT), w ktorej zawarta jest
cala potrzebna informacja o termodynamice ukfadu.
Najbardziej prawdopodobnymi wzbudzeniami sa wiec
te o niskich energiach. To one sg odpowiedzialne za
niewystepowanie prawdziwego diugozasiegowego upo-
rzagdkowania, ale poza tym nie majg zadnych innych
konsekwencji. Aby méw¢ o niszczeniu stanu nadcieklo-
éci albo o topieniu si¢ dwuwymiarowego krysztatu mu-
simy uwzgledni¢ bardzo mato prawdopodobne defekty
topologiczne o wysokich energiach. Takimi defektami
sa w nadcieczy wiry, a w krysztale dyslokacje [15, 16, 17].
Trzeba tu zauwazy¢, ze podobne idee proponowal juz
nieco wcze$niej Bieriezinski [18,19], ale kiedy pracowali-
$my nad tym zagadnieniem nie wiedzieliémy o tym. Z ja-
kiego$ powodu nasza praca przyciagneta wiecej uwagi
niz ta Bieriezinskiego.

Mozna oczywiscie zada¢ pytanie, jaki zwigzek ma
topologia, ktéra jest badaniem sfer majacych N dziur,
z ukladami, ktérymi si¢ zajmowalismy i ktére wszyst-
kie s3 ptaskimi jednospdéjnymi dwuwymiarowymi po-
wierzchniami nie majacymi zadnych dziur. Topologia,
z ktorej korzystamy jest wyznaczana przez fizyke uktadu
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i energie jego konfiguracji. Przemiany fazowe mozna so-
bie wyobraza¢ jako przejscie [ukladu] od konfiguracji
nalezacej do jednego sektora topologicznego do konfi-
guracji nalezacej do innego sektora; sektory te sg zdefi-
niowane przez wartosci pewnych niezmiennikéw topo-
logicznych. Role topologii mozna oméwi¢ poréwnujac
dwuwymiarowy magnetyk tworzony przez majace po-
sta¢ plaskich rotatoréw [klasyczne] spiny o dwoch skia-
dowych (tzw. model plaskich rotatoréw) z modelem He-
isenberga, w ktérym spiny maja trzy skladowe. Stan i-
tego plaskiego rotatora mozna zada¢ piszac

S; = (Six, Siy) =S (COS (/)i, sin ¢1) ,

Wi = s +isiy = se'?,

gdzie s jest warto$cig bezwzgledna spinéw, przyjmo-
wang zwykle za jednostkows. Rozpatrzmy teraz duzy
uktad o rozmiarach L, x L, narzucajagc nan tzw. pe-
riodyczne warunki brzegowe (podobne rozumowanie
mozna przeprowadzi¢ takze w przypadku innych wa-
runkow brzegowych). Kierunek namagnesowania w ja-
kim$ obszarze jest w przypadku modelu ptaskich rota-
torow wyznaczony przez kat ¢, ktéry zmienia si¢ wolno
z potozeniem. Mimo iz wartos¢ tego kata fluktuuje w du-
zym zakresie, jesli uktad jest duzy, liczba wielokrotnos$ci
2m, o jaka kat ¢ zmienia sie wzdluz drogi obiegajacej
caly uktad* jest topologicznym niezmiennikiem: liczby
ny in, dane przez
1 L 0¢

— dx — =n,,
2 Jo ox *

1 Ly = 9¢
_ dy—" =n,,
271‘/0 yay "

definiujg [wiec] poszczegdlne stany metastabilne
ukladu. Przejscia od jednego stanu metastabilnego do
drugiego moga zachodzi¢ tylko wtedy, gdy para wir-
antywir utworzy sie, rozdzieli i zniknie wskutek rekom-
binacji po obiegnieciu ukltadu dookota przez wir lub
antywir. Proces ten powoduje zmiang n, lub 7, o jed-
nos$¢; takiej zmianie stara si¢ jednak zapobiec bariera
energetyczna, ktorej wysokos$¢ jest proporcjonalna do
logarytmu rozmiaréw ukfadu.

Analogiczny dwuwymiarowy uklfad, sktadajacy sie

ze spinéw majacych po trzy sktadowe

Si = (Six; Siys Siz)

=s(sin0; cos ¢;, sin B, sin ¢;, cos 0;) ,

nazywa sie modelem Heisenberga. Wielko$¢ taka jak

4. To znaczy wzdltuz drogi biegnacej od jednej krawedzi do przeciwle-
glej; poniewaz narzucone s periodyczne warunki brzegowe, mozna
uwazad, ze spiny tworzg sie¢ na torusie — wtedy taka droga obiega
torus dookota (przyp. thum.).

(1/2m) [, *dx (0¢/0x) nie jest w tym przypadku topo-
logicznym niezmiennikiem. Kazda zmiana o 27 kata
azymutalnego ¢ wzdluz drogi obiegajacej caly uklad
moze by¢ zlikwidowana przez ciagla zmiane kata biegu-
nowego 0. W rzeczy samej konfiguracje dwuwymiaro-
wego modelu Heisenberga charakteryzuje tylko jeden
niezmiennik topologiczny

2099 2099
oxdy dyox)’

przyjmujacy wartosci catkowite N = 0, £1, +2, ...

Jesli traktujemy kierunek namagnesowania w kaz-
dym punkcie dwuwymiarowej powierzchni jak odwzo-
rowanie tej przestrzeni w powierzchnie sfery jednost-
kowej, to niezmiennik N zlicza, ile razy przestrzen
»hawija si¢” na te sfere. Niezmiennik ten nie ma zad-
nego znaczenia w mechanice statystycznej, bo wyso-
kos¢ bariery energetycznej rozdzielajacej konfiguracje
o réznych jego warto$ciach jest [tylko] rzedu jedno-
$§ci. Miedzy réznymi sektorami topologicznymi (cha-
rakteryzowanymi réznymi wartosciami liczby N) nie
istnieje wiec [praktycznie] zadna bariera, czego kon-
sekwencja jest brak stanu uporzadkowanego dwuwy-
miarowego magnetyka Heisenberga o n = 3 (n ozna-
cza liczbe sktadowych spinu); w przypadku za§ dwu-
wymiarowego modelu plaskich rotatoréw sektory to-
pologiczne charakteryzowane warto$ciami n, i n, s3
rozdzielone nieskoficzong [w granicy nieskonczonego
ukladu, tj. w tzw. granicy termodynamicznej] barierg
energetyczng, czego konsekwencja jest wystepowanie
przemiany fazowej, gdy fluktuacje zmieniajg konfigura-
cje [duzego, ale skoniczonego] ukladu z nalezacej do jed-
nego sektora topologicznego na nalezacg do innego.

Mozna to zilustrowaé pokazujac, jak konfigura-
cje [spindéw trojsktadnikowego modelu Heisenberga]
o N =1 da sie w sposéb ciagly zdeformowaé do kon-
figuracji o N = 0. Prostym przykfadem konfiguracji o
N =1 jest taka, w ktorej kat 0 jest ciagla funkcjg zmien-
nejr =+/x2+ y?izmieniasicod d =0wr=0do 0 =n
przy r = a i pozostaje rowny 7, gdy r > a. Kat ¢ jest
dany przez ¢(x, y) = arctg(y/x). Energia takiej konfi-
guracji, w ktarej kat 6 zmienia sie wolno z polozeniem,
jest réwna

E = %]szfdxdy[(ve)z +sin” 6 (V¢)?]

a do\> sin?6
=72 av
—ﬂ]s/o drr[(dr) + 2 ]

Nawet jesli kat 6 zmienia si¢ pomiedzy r = 0,ar = a
liniowo, energia E pozostaje skonczona i nie zalezy od
a. Oczywiscie powyzszy wzor na energie E przestaje by¢
stuszny, gdy wartos¢ a jest mala, ale wtedy liczba spinow
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mieszczacych si¢ w kole o promieniu a jest mata, wiec
kazda bariera energetyczna [z nimi zwigzana] nie moze
by¢ wysoka i warto$¢ topologicznego niezmiennika N
moze zosta¢ zmieniona przez male fluktuacje termiczne.
Konkluzja jest wigc taka, ze przy skonczonych [niezero-
wych] temperaturach uporzagdkowane stany dwuwymia-
rowego modelu plaskich rotatoréw i pokrewnych mu
modeli mogg istnie¢, a stany uporzadkowane trdjsklad-
nikowego modelu Heisenberga nie moga.

Zgadza si¢ to z wynikami obliczenn numerycznych
[14], pdzniejszymi wynikami uzyskanymi przez Polia-
kowa za pomoca grupy renormalizacji [20] i ekspery-
mentami wykonanymi dla nadcieczy [10, 11]. Zauwazmy
tez, iz obliczenia Poliakowa zostaty wykonane przy ogra-
niczeniu si¢ do pojedynczego sektora topologicznego o
N = 0, tak ze oba argumenty niezaleznie potwierdzaja
niewystepowanie przemiany fazowej w dwuwymiaro-
wym modelu Heisenberga.

3. Wiry w dwuwymiarowym modelu
plaskich rotatoréw

Rola jaka defekty topologiczne odgrywaja w przemia-
nach fazowych zachodzacych w ukladach dwuwymiaro-
wych zostata przez nas przedyskutowana w pracy [15]
z 1972 roku, w ktérej podaliémy argument oparty na
energii swobodnej defektu. Energie swobodna uktadu
plaskich rotatoréw oraz energie blony utworzonej z nad-
cieczy mozna zapisa¢ wzorem

kBiT = —KOgT) /da—; (V@(r))2 ,

w ktorym gy jest stalg sieci lub jakas skalg mikroskopo-
wego obciecia, a

J[ksT
h?pd(T)/m*kp T blona z nadcieczy.

plaskie rotatory,

Ko(T) = { ey
J jest tu tzw. energig oddzialywania wymiennego dwdch
sgsiednich spindéw o jednostkowej dtugosci, tak wiec

HI{s}] = g(:)[sm -s()]
=7 3 [1-cos(8(r) - 6(r'))].

(rr’)

W przypadku blony utworzonej z *He

1 [d*r
H = Engg(T’ v,
gdzie vy = (h/m)V0 jest predkoscig przeptywu nad-
cieczy, 6(r) jest fazg parametru porzadku y(r) =
|y (r)|exp(i6(r)) charakteryzujgcego nadciecz, a p?(r)
jest zalezng od potozenia niezrenormalizowang gesto-
$cig nadcieczy. Gesto$¢ ta jest rowna zeru w rdzeniu

wirdw, a w pozostalych miejscach jest stata. Okazuje
sie, ze jej dokfadna zalezno$¢ od polozenia jest nie-
istotna, bo konsekwencje ma tylko fakt, ze rdzen kaz-
dego wiru wnosi pewna skoniczong energie E.. Powéd
fizyczny tego jest taki, ze na utworzenie sie rdzenia wiru
potrzebny jest pewien wydatek energii swobodnej, bo
rdzen jest miejscem, w ktérym parametr porzadku cha-
rakteryzujacy nadciecz zeruje sie. Mozemy teraz zoba-
czy¢, jak pojawia sie tu topologia: kazdy wir jest réwno-
wazny dziurze w [dwuwymiarowej] powierzchni; nad-
ciecz pokrywa wigc dwuwymiarowg powierzchnie, ma-
jaca pewna liczbe otwordéw i §_d6 = 27n [(calka po za-
mknietej krzywej otaczajacej otwor)], tak iz wir mozna
nazwac¢ topologicznym defektem.

Poniewaz energia wzajemnego oddzialywania kaz-
dej pary wiréw zalezy od ich odleglosci logarytmicznie,
hamiltonian takiego uktadu

kiT = -nKo(T) ), ”(R)"(R,)ln(@)

~Inyy 37 n*(R),
R

jest dokladnie hamiltonianem elektrycznie obojetnej
plazmy coulombowskich tadunkéw. Mozna tez ograni-
czy¢ sie do rozpatrzenia tylko najmniejszych wartosci
n = 0,+1 fadunku, gdyz [przyczynki wnoszone przez
konfiguracje] o wiekszej jego warto$ci sa ttumione przez
wyzsze potegi parametru yo = exp(—E./kpT) < 1 zwa-
nego lotnoscig. Nasza pierwsza préba otrzymania roz-
wigzania tak postawionego problemu polegala na roz-
patrzeniu pojedynczego odizolowanego wiru o jednost-
kowym krazeniu w ukladzie o rozmiarach L x L. Ponie-
waz wir ma energie AE/kgT = nKo(T)In(L/a) i entro-
pie AS = kpIn(L*/a?), jego energia swobodna wynosi
AF = AE - TAS = kg T(nKo(T) — 2)In(L/a). Przy ni-
skiej temperaturze T takiej, ze 2kgT < 7], AF - oo
i prawdopodobienistwo P o< exp(—AF/ksT) powstania
wiru dazy do zera, natomiast gdy 2kg T > 7], prawdopo-
dobienstwo to dazy do jednosci i [w ukladzie] powstanie
skonczona gesto$¢ swobodnych wiréw. Zdalismy sobie
sprawe z Davidem, Ze mozemy charakteryzowac¢ plazme
tworzong przez n coulombowskich fadunkéw g = +1
i n fadunkéw g =
leglosci funkcje dielektryczna e(r) tak, by sita dziala-
jaca pomiedzy parg tadunkéw prébnych rozdzielonych
na odlegto$¢ r byta rowna 27Ky /re(r) = 2nK(r)/r.
Energia [oddzialywania] takiej pary jest rowna E(r) =
[7dr' K(r")/r" = U(r)In(r/a). Samozgodne réwnanie
na K(1) = K(r = ') przybiera wtedy posta¢

-1 wprowadzajgc zalezng od od-

l 7 7
K1) = K1(0) + 47° y2 f dl et =2,
0

To samozgodne réwnanie calkowe na efektywna ener-
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gie oddzialywania [15] wyprowadzili Kosterlitz i Tho-
uless [16].

Jest jasne, iz przejscie od fazy, w ktorej wystepuja
zwigzane dipole, do fazy, w ktorej tadunki s3 swobodne,
bedzie zachodzi¢, gdy nK (o) = 2. Zeby jednak wyzna-
czy¢ zachowanie si¢ uktadu przy temperaturach bliskich
temperaturze krytycznej T, konieczne jest rozwiazanie
samozgodnego réwnania na K (1) i to byto tu gtéwnym
problemem. Kosterlitz i Thouless dokonali niestety nie-
potrzebnego przyblizenia, zastepujac U(r) przez K(r)
iznaleZli samozgodne rozwigzanie na K(r) [w tym przy-
blizeniu]. Przyblizenie bylo uzasadnione tym, ze U(r) -
K(r) « 1, niemniej jednak dalo niepoprawny wynik.
Wriasciwe podejécie podal Young [21]. Pokazal on, ze
réwnanie otrzymane przez Kosterlitza i Thoulessa jest
réwnowazne réwnaniom grupy renormalizacji Koster-
litza [17]:

dK™!
dl

%=(2—ﬂK)y+(’)(y3).

=4’ y* + O(y"),

Co godne podkreslenia, powyzsze przyblizone (przez
ograniczenie do najnizszego rzedu w parametrze lotno-
$ci y wiru) réwnania grupy renormalizacji w sposob
nieunikniony przewiduja scisle, wartos¢ eksperymental-
nie mierzalnej wielkoéci. Otrzymywane z nich trajekto-
rie przebiegane® przez parametry K i y pokazano na
ryc. 2. Jesli liczby wyznaczone eksperymentalnie sg inne

0.10F

0.08+

0.06

0.04F

002

0.00f, . .
0.3 04

Ryc. 2. Dawane przez podane w tekscie rownania grupy renormalizacji bie-
gniecie parametréw dwuwymiarowego modelu plaskich rotatoréw. Nalezy
zauwazy¢, ze gdy T < Ter, y(00) = 0,a K™ (00) = 7/2.

5. W jezyku grupy renormalizacji méwi sie o ,,biegnieciu” parame-
trow K i y (przyp. thum.).

niz przewidziane teoretycznie, to albo eksperyment jest
bledny, albo btedna jest cala teoria. Kluczowy ekspery-
ment zostal wykonany przez Bishopa i Reppyego w roku
1978 [23]. Ku naszej wielkiej uldze i zadowoleniu teore-
tyczne przewidywanie [24]

p(T;)  2m’k
T,  nh?

=3,491x 10" gem K™

zostalo potwierdzone doswiadczalnie [23, 25]. Dane
pochodzace z kilku réznych eksperymentéw [26-30]
przedstawiono na ryc. 3. Jest interesujace zauwazyc, iz
dane eksperymentalne zostaly otrzymane i wykreslone
zanim autorzy dowiedzieli si¢ o naszym przewidywa-
niu. Mozna wigc uznac je za doswiadczalne potwierdze-
nie stusznosci teorii BKT (Bierezinskiego—Kosterlitza—
Thoulessa).

Ryc. 3. Nieciaglos$¢ gestosci ps (T~ ) nadcieczy jako funkcja temperatury
otrzymana z dos§wiadczen z trzecim dzwigkiem i skretno$ciowymi oscy-
lacjami. Ciagla linia pokazuje przewidywanie teorii statycznej. Wykres
przedrukowany za pozwoleniem z pracy D.J. Bishopa i ].D. Reppyego Phys.
Rev. Lett. 40,1727 (1978) [© by APS]

4. Topienie sig dwuwymiarowych krysztalow

Gruntowne eksperymentalne badanie zjawiska topie-
nia sie dwuwymiarowego [krysztalu] zostato przepro-
wadzone przez grupe Mareta [32, 33, 34]. Uzyskane
ilosciowe [dane] zgadzajg sie z wykorzystujaca topo-
logiczne defekty teorig topienia si¢ dwuwymiarowych
krysztaléw podang przez Younga, Halperina i Nelsona
[35, 36]. Teoria ta wychodzi od wyrazenia

1
F= 5/dzr(Zyoufj +1uzy),
1 E)u,- + E)u]-
U = — _ _ S
S orj  or;
w ktorym u;; jest tensorem naprezen, a u; jest polem od-
ksztalcen, na liniowa sprezysto$¢ trojkatnej sieci, ktora

w dwoch wymiarach jest typows strukturg sieciowa.
Tensorowe pole naprezen u;; mozna rozlozy¢ na czegsé
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regularng ¢;; i czg$¢ osobliwg u?}ng(r), ktora jest skut-
kiem istnienia dyslokacji [37]. Dyslokacje charaktery-
zuje calka

}gdu = aob(r) = ao (n(r)é, + m(r)é,),

z wektora u(r) odksztalcenia obliczona po krzywej C
obejmujgcej topologiczny defekt lub dyslokacje. b(r)
jest tu bezwymiarowym wektorem Burgersa, ao jest
stalg sieci krystalicznej, a n i m sg liczbami catkowitymi.
W ramach teorii sprezystosci wykorzystujacej przyblize-
nie continuum mozna pokaza¢ [36], ze

i 1(1 0 A
sing ey _ L1 _ 502
UU (1‘) D) (2# ezkejl arkarl 4‘[4(A+‘[4) 1JV )

X ag Z bm Gm(ra r,)a

K, 2 _—
Gm(r,rl) = —4—7(_)[ Z enm(r— T’)n [ln(%) + C:| .
n=1

Otrzymuje sie stad wzor na energie zbioru dyslokacji

wyrazong przez wektory Burgersa b(r):

HD _ KO(T) 21‘ zr/ r)- rr n|r_r,|
PR /d d (b()b( I =
[b(f)'(r—r')][b(r')'(r—r')])‘

(r—1")?

W naszej pracy pomineliémy drugi czton w tym wzo-
rze przyjmujac, ze jest on mniej istotny niz wyraz z lo-
garytmem. Byl to nieszczesliwy blad. Zostal on napra-
wiony przez Halperina i Nelsona, ktorzy przewidzieli
istnienie obecnie stynnej heksatycznej fazy plynu o sze-
$ciokrotnej symetrii orietacyjnej. My przyjelismy, ze roz-
dzielanie si¢ dyslokacji prowadzi do powstania izotropo-
wego plynu bezposrednio, co jak teraz wiadomo, jest nie-
prawda. Proces topienia si¢ dwuwymiarowych kryszta-
téw przebiega w dwdch etapach. Przy temperaturze Ty,
krysztal topi sie przez rozdzielanie si¢ dyslokacji prze-
chodzac w heksatyczny plyn i dopiero przy temperatu-
rze T; > T,, zachodzi przemiana, w ktorej algebraiczny
porzadek ukierunkowania zostaje zniszczony przez roz-
dzielanie si¢ dysklinacji, co prowadzi do oczekiwanej
przy wysokiej temperaturze fazy izotropowego plynu
(35, 36].

Przewidywania tej teorii s3 podobne do przewi-
dywan dotyczacych blon tworzonych przez nadciekly
*He. Odpowiedni skok zrenormalizowanego (tj. mierzo-
nego) modutu Younga jest dany wzorem

Re(T7) = lim 4itn(T) (ﬂR(T)fAR(T)) - 167.
=T, 2pR(T) + Ar(T)
fr(T) jest tu wartoécig zrenormalizowanej wielkosci
p/kgT. Jednym z interesujacych, cho¢ niesprawdzal-

nych eksperymentalnie przewidywan tej teorii jest funk-
cja struktury

$(a) = (lp(@)) = L (e ),

[ktora determinowataby] rozpraszanie promieni X [na
dwuwymiarowym krysztale]. Nie ma ona braggowskich
maksiméw typu funkcji delta; zamiast tego ma maksi-
mum wyrazajace si¢ wzorem

S(a) ~lg-6 ",
1o (T) = ks T|GJ? 3ur(T) + Ar(T) .
4 ur(T)(2ux(T) + Ar(T))
Widaé¢, ze przy matych wartoéciach |G| ta funkeja staje

sie nieskonczona, gdy q = G. Przewidywany ksztalt
funkc;ji struktury, ktéra by byta mierzona przez rozpra-
szanie promieni X, jest wiec taki jak pokazany na ryc. 4.
Jest to jedno z charakterystycznych przewidywan dyslo-
kacyjnej teorii topnienia. Niestety nie mozna go zwery-
fikow¢ eksperymentalnie, gdyz aktualnie dostepne roz-
miary uktadéw i ich jako$¢ nie sg jeszcze wystarczajgce.

Ryc. 4. Schematyczny wyglad funkeji struktury S(q) dwuwymiarowego
krysztatu. Gdy T < T, jest ona rozbiezna przy malych wartosciach |G|,
jak |q— G|72+16; przy duzych za$ wartosciach |G| ma ,,dziubki’, czyli skon-
czone nieciggtoéci pochodnej. Gdy T > Tp, wszystkie jej maksima maja
skoniczong wysokogé, a wysoko§¢ maksymalna jest réwna ~ ﬁ—ﬂc (T).
Wykres przedrukowany za zgoda z pracy [34] [© by CUP]®

Jednym z gtéwnych mierzalnych przewidywan dys-
lokacyjnej teorii topnienia jest warto$¢ zrenormalizowa-
nego (tj. mierzalnego) modutu Younga. Zgodno$¢ teo-
rii i danych dos$wiadczalnych pokazana na ryc. 5 jest
tu godna uwagi. Cho¢ przewidywania tej teorii otrzy-
mano juz w latach siedemdziesiatych [35, 36], to po-
miary [31, 32] zostaly wykonane dopiero kilka dziesie-
cioleci pdzniej z powodu trudnosci w zrealizowaniu od-
powiednich ukladéw eksperymentalnych. Uktady dwu-
wymiarowe s3g bowem — ogdlnie rzecz ujmujac — bar-
dzo podatne na zaburzenia pochodzace od podtfozal, na
ktérym sa one realizowane], a ktérego wplywu teoria
nie uwzglednia.

6. Redakcja PF przeprasza za nie najlepsza czytelno$¢ niektorych ele-
mentéw rycin w tym artykule — takiej jakosci ilustracje zawiera ory-
ginalny wyktad udostepniony przez Nobel Foundation.
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Ryc. 5. Modut Younga Kr (T') jako funkcja odwrotnosci efektywnej tem-
peratury I'. Linia ciggla jest otrzymanym przez Halperina i Nelsona prze-
widywaniem teorii dyslokacyjnej; punkty sa wynikami doswiadczalnymi.
Przedruk za zgoda z J. Phys. Condens. Matter. 17 (2005) S3579-S3586 doi:
10.1088/0953-8984/17/45/051 [© by IOP, 2005]

W naszych oryginalnych pracach rozpatrywalismy
topienie sie krysztalow, ale nie przedyskutowalismy fazy
plynnej modelowanej za pomoca periodycznej sieci
o odpowiedniej koncentracji swobodnych dyslokacji.
Cialo stale o periodycznej strukturze moze wykazywaé
dwa rodzaje uporzadkowania: uporzagdkowanie transla-
cyjne i uporzadkowanie kierunkowe charakteryzujace
orientacje osi krysztatu. Odpowiadajacymi im parame-
trami porzadku sg gestos¢ p(r) i kierunkowy parametr
porzadku g (r):

p(r) = po(r) + %: lpg (1) e,
vs(r) = exp(6i6(r)).

Defektami topologicznymi sa (i) dyslokacje odpowie-
dzialne za topienie si¢ ciala stalego polegajace na przej-
$ciu do fazy uporzadkowanego heksatycznego ptynu
oraz (ii) dysklinacje (wiry) odpowiedzialne za przejicie
do fazy wysokotemperaturowej, ktora jest ptyn izotro-
powy [35, 36].

Teoria ta zostala opracowana przez Younga [35]
oraz przez Halperina i Nelsona [36]. Daje ona bar-
dzo szczegdtowe przewidywania, ktore zostaty potwier-
dzone przez eksperyment [31, 32]. Podsumowuje je wy-
kres pokazany na ryc. 5. Jednym z najbardziej czutych
testow tej teorii s3, jak dotad, wyniki Kapfera i Krau-
tha [38], ktorzy wykonali wielkoskalowe symulacje
uwzgledniajace 10° czastek oddziatujacych wzajemnie
za poérednictwem odpychajacego potencjatu V(r) =
€(o/r)". Ustalili oni, ze w przypadku potencjatéw dtu-
gozasiegowych (o n < 6) topienie si¢ krysztatu rze-
czywiscie zachodzi tak, jak to przewiduje scenariusz
Kosterlitza-Thoulessa-Halperina-Nelsona-Younga po-
przez posrednig faze heksatycznego plynu. Wynik ten
obejmuje eksperymenty z koloidami (odpowiadajgcymi

potencjatowi o n = 3) [31, 32], a takze eksperymenty
z elektronami na powierzchni utworzonej z *He (poten-
cjaton = 1) [39]. Natomiast gdy n > 6, przemiana ptynu
heksatycznego w izotropowy staje si¢ przemiang pierw-
szego rodzaju. Wynik ten zgadza sie z symulacjami [dy-
namiki] gazu twardych kul (model ten odpowiada od-
dzialywaniu o n = 00). Nalezy tez zauwazy¢, ze symula-
cje te zostaly wykonane dla uktadéw wiekszych niz [rze-
czywiste] uktady eksperymentalne.

Teoria Beriezinskiego-Kosterlitza-Thoulessa zo-
stala tez zastosowana do zjawiska nadprzewodnictwa
cienkich blon. W naszej oryginalnej pracy stwierdzili-
$my, ze prawdziwe nadprzewodnictwo w dwuwymia-
rowych nadprzewodzacych btonach nie moze wystepo-
wacé z powodu skoniczonej wartosci glebokosci wnikania
A(T), ktéra ogranicza zasieg logarytmicznego wzajem-
nego oddzialywania wiréw. Oddzialywanie wiréw roz-
dzielonych odlegtoécig [rzedu] A(T) zachowuje si¢ jak
1/r, czyli s3 one zawsze, przy dowolnej temperaturze
T > 0, swobodne, co niszczy nadprzewodnictwo. Mimo
iz nasz argument jest poprawny, w wielu nadprzewodni-
kach bedacych cienkimi blonami gleboko$¢ wnikania
moze by¢ rzedu O(1cm), co jest typowym rozmiarem
ukladu. Poniewaz stosuje si¢ niewielkie prady, a glebo-
kosc¢ ta jest [z praktycznego punktu widzenia] tak duza,
ze zachowanie sie ukladu nie rdézni sie od zachowania
odpowiadajgcego granicy A = oo [40, 41]. Teoria ta zo-
stala zastosowana takze do dwuwymiarowych warstw
zimnych atomow [42, 43]. Jej zgodno$¢ [z wynikami do-
$wiadczalnymi] jest w tym przypadku rozsadna i moze
by¢ w przysztosci jeszcze lepsza.
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Streszczenie. Omawiam historie i okolicznosci trzech wymienionych w tytule przyznania tej Nagrody Nobla odkry¢:
topologicznego wzoru ,JKNN” dotyczacego catkowitego efektu Halla podanego przez Davida Thoulessa i jego
wspotpracownikow, izolatora Cherna, czyli anomalnego kwantowego efektu Halla oraz role jaka odegral on w p6zniejszym
odkryciu topologicznych izolatoréw niezmienniczych wzgledem operacji odwrdcenia czasu i wreszcie nieoczekiwanego
odkrycia topologicznego stanu typu cieczy spinowej kwantowego tanicucha antyferromagnetycznego utworzonego ze
spinoéw S = 1, ktory stanowil pierwszy przyklad topologicznej kwantowej materii. Powiem tez, jak te pierwsze odkrycia
doprowadzily do powstania niezwykle interesujacej i obecnie wyjatkowo aktywnie rozwijanej dziedziny, jaka jest fizyka
»topologicznej materii”.

Stowa kluczowe: topologiczne stany kwantowe, efekt Halla, faza Berryego, dwuwymiarowe izolatory topologiczne, spinowy
efekt Halla, jednowymiarowe uklady spinéw

Abstract. I will describe the history and background of three discoveries cited in this Nobel Prize: The “TKNN” topological
formula for the integer quantum Hall effect found by David Thouless and collaborators, the Chern Insulator or quantum
anomalous Hall effect, and its role in the later discovery of time-reversal-invariant topological insulators, and the unexpected
topological spin-liquid state of the spin S=1 quantum antiferromagnetic chain, which provided an initial example of
topological quantum matter. I will summarize how these early beginnings have led to the exciting, and currently extremely
active, field of “topological matter””

Keywords: topological quantum states, Hall effect, Berry’s phase, two-dimensional topological insulators, spin Hall effect,

one-dimensional spin systems

Na to, co dzi$ jest znane pod nazwa topologicznych sta-
néw kwantowych materii skondensowanej po raz pierw-
szy natknieto sie okolo roku 1980 przy okazji odkry-
cia calkowitego (Klitzing i inni, 1980), a p6zniej ulam-
kowego (Tsui i inni, 1982) kwantowego efektu Halla
w dwuwymiarowych ukladach elektronéw w urzadze-
niach polprzewodnikowych oraz przy okazji teoretycz-
nego odkrycia oddzielonych przerwa od reszty widma
energetycznego splatanych stanéw typu ciecz spinowa
ukltadow catkowitych spindw — kwantowych taricuchéw
spinowych — (Haldane i inni, 1986). Wystepowanie ta-
kich stanéw krysztaléw tworzonych przez organiczne
taricuchy molekul NENP? zostato p6Zniej potwierdzone
eksperymentalnie (Buyers i inni, 1986). Wspdlng cecha
tych dwdch odkry¢ bylo to, ze byly zupelnie nieoczeki-
wane oraz zdziwienie, jakie wywolaly: wytamywaly si¢

1. Nagrode Nobla z fizyki w roku 2016 podzielili miedzy siebie David
J. Thouless, E. Duncan M. Haldane i J. Michael Kosterlitz. Artykut
jest tekstem jednego z dwoch wykladow wygloszonych z tej okazji
(przyp. red.).

2. NENP to catena-(mu-nitrito)-bis(ethylenediamine)nickel(II) per-
chlorate czyli zwigzek Ni(C2H8N2)2NO2ClO4.

POSTEPY FIZYKI TOM 72 ZESZYT 1 ROK 2021

one bowiem z ustalonych juz zdawatoby si¢ paradygma-
tow fizyki materii skondensowanej (nazywanej dawniej
fizykg ciata statego). Nie bylo od razu widoczne, Ze mie-
dzy tymi dwiema niespodziankami moze istnie¢ jaki$
zwiazek; teraz jednak, zwlaszcza dzigki pracy klasyfiku-
jacej Xiao-Gang Wena (Chen i inni, 2013), rozumiemy,
ze ich wspolnym mianownikiem jest to, iz wystepuja
w nich splatane ,topologicznie nietrywialne” stany ma-
terii, ktore réznig sie zasadniczo od wczesniej znanych
jej stanow topologicznie trywialnych i ze to wlasnie jest
gléwnym zrédtem ich nieoczekiwanych wtasciwosci.
Topologia jest dzialem matematyki wykorzystywa-
nym pierwotnie do klasyfikowania ksztaltow tréjwymia-
rowych obiektow takich jak pitka futboléwka, pitka do
rugby (lub amerykanskiego futbolu), kule, kubki do
kawy (bez ucha), ktdre sa ,topologicznie trywialnymi”
powierzchniami bez otwordw oraz takich jak bajgle, cia-
sto paczka, precle i filizanki do kawy z uszkami, ktére
sa przyktadami ,,nietrywialnych” powierzchni z jednym
lub wiecej otworami. Mrowka poruszajaca sie po takiej
»hietrywialnej” powierzchni moze obej$¢ zamknieta pe-
tle (czyli przej$¢ droge zaczynajaca si¢ i konczacg w tym
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samym punkcie), ktora nie moze zosta¢ $ciagnieta do
[dowolnie]® matego kéteczka wokdt jednego punktu po-
wierzchni. Pierwotne idee topologii zostaly przez mate-
matykow znacznie uogdlnione i uczynione abstrakcyj-
nymi, ale zasadnicza idea, ze pewne rdzne obiekty sg fo-
pologicznie rownowazne, jedli tylko moga by¢ w sposéb
gtadki przeksztalcone jedne na drugie, pozostaje wcigz
ta sama. Kluczowg ideg jest tez to, ze rézne topologiczne
[typy obiektow] sa klasyfikowane liczbami catkowitymi,
takimi jak liczba otworéw powierzchni, ktdre nie moga
zmienia¢ si¢ w sposéb ciagly.

Z kolei splatanie jest jedna z zasadniczych cech
mechaniki kwantowej. Polega ono na tym, ze jesli
stan ukladu jest reprezentowany przez stany kwantowe
jego poduktaddw (jest tak zazwyczaj, gdy ukiad sklada
sie z kilku przestrzennie rozdzielonych czegsci), to po-
miar jakiej$ wilasciwosci jednego z tych podukladéw
wplywa na stan pozostatych. Topologia topologicznych
stanéw materii uhonorowanych ta nagroda Nobla jest
bardziej abstrakcyjna niz [topologia] ksztaltu obiektéow
codziennego uzytku takich jak futboléwki i filizanki do
kawy. Rozrdznia ona bowiem typy kwantowego splgta-
nia, ktére nie moga by¢ w sposéb gladki przeksztal-
cone jeden w drugi przy warunku zachowania pewnych
symetrii. Typ splatania stanu kwantowego jest topolo-
gicznie trywialny, gdy moze by¢ w sposéb gladki prze-
ksztalcony w stan, w ktérym kazda czes¢ ukladu jest
w niezaleznym stanie, tak iz pomiar wykonany na jed-
nej cze$ci nie wplywa na stan pozostatych czesci (taki
stan calego ukladu nazywa sie stanem iloczynowym). W
przypadku kwantowych ukladéw spinéw (wykorzysty-
wanych jako modele teoretyczne niemetalicznych mate-
riatéw magetycznych) okazalo sie, ze niemal wszystkie
wczesniej przewidziane teoretycznie ich stany byly topo-
logicznie trywialne i z tego powodu nie obserwowano
zaskakujacych wlasciwosci standéw topologicznych nie-
trywialnych.

Troche czasu zajeto zanim powszechnie zrozumiano,
ze dzieki tym odkryciom miata si¢ wyodrebni¢ szeroka
klasa nowych ,topologicznych stanéw materii”. Pierw-
szym kamieniem milowym na tej drodze bylo odkrycie
przez Davida Thoulessa i jego wspotpracownikéw: Ma-
hito Kohmoto, Marcela den Nijsa i Petera Nightinghale
(TKNN) waznego wzoru (Thouless i inni, 1982), w ktd-
rym rychlo fizyk matematyczny Barry Simon (Simon,
1983) rozpoznal po prostu niezmiennik pierwszej klasy
Cherna wystepujacy w abstrakcyjnej matematycznej to-
pologii tzw. wigzek wldknistych o grupie strukturalnej
U(1) i wistotny sposdb wigzacy sie z postepujgcym row-
nolegle w owym czasie rozwojem badan nad tzw. adia-

3. Teksty w nawiasach kwadratowych dodat ttumacz z uwagi na zbyt
zwiezly, a czasem wrecz niezrozumiaty jezyk oryginatu (przyp. red.).

batyczng fazq kwantowg odkryta w roku 1983 przez Mi-
chaela Berryego (Berry, 1984). Poniewaz przedstawiam
tu takze cze$¢ nagrodzonej Noblem pracy Davida Tho-
ulessa, powiem o tym w moim wyktadzie najpierw i za-
czne od kwantowego efektu Halla, za ktory zostaly juz
przyznane dwie nagrody Nobla (w roku 1985 i 1998).

Elektrony o fadunku e uwi¢zione na dwuwymiaro-
wej powierzchni, przez ktéra przechodzi pole magne-
tyczne o indukcji B, poruszaja si¢ po okregach zwanych
orbitami Landaua. Zgodnie z mechanikg kwantowg taki
ruch okresowy powoduje powstanie zbioru dyskretnych
poziomoéw energii kazdego z elektronéw. Poziomy te sa
zwane poziomami Landaua. W najprostszym (poétkla-
sycznym) modelu okres T = 27/w, takiego ruchu po
orbicie kotowej nie zalezy od jej promienia i dozwolone
energie pozioméw Landaua s3 takie, jak oscylatora har-
monicznego, tj. (n + 3 )hw,, gdzie . = eB/m, jest tzw.
czestoscig cyklotronowg. Jesli przyjaé, ze powierzchnia
charakteryzuje si¢ translacyjng niezmienniczoscia, czyli
ze zaden z jej punktoéw nie jest wyrdzniony, to energia
kazdego stanu nalezacego do danego poziomu Landaua
jest niezalezna od polozenia srodka orbity i degeneracja
poziomu jest bardzo wysoka (makroskopowa). Liczba
niezaleznych jednoczastkowych stanéw nalezacych do
danego poziomu Landaua jest proporcjonalna do pola
powierzchni A uktadu; w istocie jest ona réwna BA/ @y,
gdzie @y = h/e jest kwantem (Londondéw) strumienia
pola magnetycznego.

Zasada wykluczania Pauliego méwi, ze kazdy nie-
zalezny jednoczastkowy stan kwantowy moze by¢ ob-
sadzony przez nie wiecej niz jeden elektron. Poziomy
Landaua sa troche analogiczne do pozioméw 1s, 2p,
3d,... otrzymywanych w ramach prostego, znanego
z licealnych lekcji chemii, kwantowomechanicznego
modelu atomu. Jednak w odréznieniu od tych atomo-
wych poziomdw, ktore majg odpowiednio 2, 6, 10, ...
dostepnych do obsadzenia standéw, liczba stanéw skla-
dajacych si¢ na pojedynczy poziom Landaua jest olbrzy-
mia (przypuszczalnie rzedu 10'? w rzeczywistych prob-
kach) i zmienia si¢ z przylozonym polem magnetycz-
nym. Poniewaz liczba elektronéw mogacych poruszaé
sie po dwuwymiarowej powierzchni jest w zasadzie usta-
lona, wydaje si¢, ze mozna by dopasowac liczbe dostep-
nych stanéw do liczby elektronéw, dobierajac odpowied-
nio pole magnetyczne, tak by w stanie podstawowym
uktadu catkowicie zapetniony byl jeden lub wiecej pozio-
moéw Landaua, a pozostale byly zupelnie nieobsadzone;
powstawalaby w ten sposob przerwa energetyczna roz-
dzielajaca najwyzszy obsadzony (zwany w chemii kwan-
towej HOMO od ang. highest occupied molecular orbi-
tal) 1 pierwszy nieobsadzony (zwany LUMO od ang.
lowest unoccupied molecular orbital) poziom, co czyni-
toby uklad podobnym do naturalnego (a nie powsta-
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tego w wyniku domieszkowania) potprzewodnika. Przy
takich sztucznych modelowych warunkach proste ob-
liczenie hallowskiej przewodnosci ¢*” ukladu rzeczy-
widcie daloby efekt Halla charakteryzujacy sie uniwer-
salng wartoécig 0 = ne?/h (ktéra zalezy tylko od
statych podstawowych, niezaleznych od materialu oraz
od liczby catkowitej #, tj. liczby catkowicie obsadzonych
pozioméw Landaua), odpowiadajacy temu, co zmierzyt
von Klitzing.

Blad popelniony w takim naiwnym wyjas$nieniu cal-
kowitego kwantowego efektu Halla polega na tym, ze
wymaga ono bardzo delikatnego dopasowania nateze-
nia pola magnetycznego. Tymczasem uwage von Klit-
zinga na ten efekt zwrocita wlasnie jego niezalezno$¢ od
doktadnej warto$ci pola. ,Wlaczal” on pole przyktada-
jac je do urzadzenia, przez ktére przeptywal ustalony
prad (stabilizowany przez zrédlo pradu stalego) i za-
obserwowal, ze gdy uklad osiagal juz stan stacjonarny,
cyfrowy woltomierz pokazywal zawsze to samo napie-
cie Halla miedzy przeciwleglymi bocznymi brzegami
probki z doktadnoscig do wielu cyfr znaczgcych. (Le-
genda méwi, ze von Klitzing w pierwszej chwili pomy-
slal, ze woltomierz jest zepsuty!) Oczywiscie, kazdora-
zowe ,wlaczanie” pola magnetycznego przebiegato tro-
che inaczej, zatem koncowe pole nigdy nie mogto by¢
doktadnie takie samo w kolejnych uruchomieniach eks-
perymentu i z pewnoscia nigdy przypadkowo nie mogto
przyjmowa¢ dokladnie ,magicznej wartosci’, jaka mu-
siatoby mie¢ w podanym wyzej naiwnym wyjasnieniu
efektu. Wielce szczesliwg okolicznoscig bylo to, ze von
Klitzing wlaczat pole magnetyczne utrzymujac ustalony
prad plynacy przez prdobke, a nie wiaczal pradu majac
juz ustalone pole, gdyz wéwczas koincydencja polega-
jaca na takim samym odczycie woltomierza nigdy by sie
nie zdarzyta!

Rzeczywiste probki, nawet gdy sa wzglednie czys-
te, nie odznaczaja si¢ translacyjna niezmienniczoscia,
ktéra powoduje, ze wszystkie stany nalezace do danego
poziomu Landaua majg dokladnie taka samg energie.
Lokalny potencjat elektrostatyczny zmienia si¢ przypad-
kowo od punktu do punktu, zwiekszajac energie elek-
trondéw na jednych orbitach i zmniejszajac energie na
innych, zaleznie od tego jaka ma warto$¢ w $rodku da-
nej kotowej orbity Landaua. Powoduje to pewne posze-
rzenie poziomdw Landaua. Pierwsze proby wyjasnienia
efektu [zaobserwowanego przez von Klitzinga] skupity
sie na skutkach takiego nieporzadku. Ustalono wtedy, ze
jakkolwiek w dwuwymiarowych ukiadach elektronow
wykazujacych tego rodzaju nieporzadek istnieja stany
zlokalizowane, to w obecnosci pola magnetycznego sy-
tuacja ulega zmianie, wowczas bowiem $rodki [wiekszo-
$ci] orbit Landaua wykonujg powolng precesje wokot lo-
kalnego ekstremum potencjatu (jej kierunek zalezy od

tego, czy jest to minimum, czy maksimum); orbity te
odpowiadajg stanom zlokalizowanym. Okazuje si¢ jed-
nak, ze $rodki orbit odpowiadajacych niektérym ener-
giom bliskim $rodka przedzialu energii poszerzonego
poziomu Landaua przemieszczajg sie po torach maja-
cych ksztalt bardzo wydluzonych elips i stany odpowia-
dajace tym orbitom nie s3 juz zlokalizowane, lecz roz-
przestrzenione. W takim obrazie przerwa pomiedzy sta-
nami HOMO i stanami LUMO nie istnieje: maja one
taka sama energie (nazywang energig Fermiego) i, gdy
natezenie pola magnetycznego zmienia sie, energia Fer-
miego przesuwa si¢ tak, by utrzymaé poziomy o niz-
szych od niej energiach catkowicie obsadzone, a te o
energiach wyzszych catkowicie puste. Catkowita liczba
n wyznaczana przez von Klitzinga zmienia sie zas tylko
wtedy, gdy energia Fermiego przechodzi przez wyrdz-
niong wartos§¢, przy ktdrej istniejg stany rozprzestrze-
nione. Wyjaénia to obserwowany efekt w terminach
dos¢ zawilej teorii lokalizacji [stanow], ktdra na pierw-
szy rzut oka nie ma oczywistego zwigzku z topologia. To
co jest tu (dzi$ oczywistg) bardzo charakterystyczng wta-
$ciwoécig topologiczna stalo si¢ jasne, gdy Bert Halperin
zwrdcil uwage na istotng role stanéw brzegowych (Hal-
perin 1982).

l‘
/ 4,
® counter-propagating “one- 4
way” edge states (Halperin)
® confined system with edge
must have edge states!
———————————— = =" Fermi level

IA bulkgap T g

T T T T T ve e g

pinned at edge

Y

0

don’t need to fine-tune
magnetic field

Ryc. 1. Prosty obraz pozioméw energii wystepujacych w problemie cat-
kowitego kwantowego efektu Halla. Przerwa energetyczna we wnetrzu
probki jest stabilizowana dzigki przechodzeniu przez poziom Fermiego
bezszczelinowego widma energii stanéw brzegowych. (Poziomy energii s3
pokazane w funkgji odlegtosci od $rodka probki majacej ksztatt dysku.)

W obrazie potklasycznym stany brzegowe sa tatwo
widoczne jako tzw. przeskakujace orbity, wykonujace
precesje wzdtuz brzegu ukladu. Dzieje si¢ tak, gdy ko-
fowa orbita Landaua czastki naladowanej musialaby
przeciaé brzeg; czastka odbija si¢ wtedy od niego i prze-
chodzi na inng orbite kolows, tak jak to wida¢ z ryc. L.
W rezultacie wyglada to, jak gdyby orbita czastki wyko-
nywatla precesje w kierunku przeciwnym do kierunku,
w ktorym czastka obiega orbite kotows. Nawet przy
braku nieporzadku wewnatrz probki, tj. gdy kolejne
poziomy Landaua s3 oddzielone od siebie przerwami,
widmo energii stanéw brzegowych ukladu jest ciagte.
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Przechodzi ono przez poziom Fermiego, co umozliwa
przeplyw spektralny, czyli przechodzenie elektronéw ob-
sadzajacych poziomy Landaua we wnetrzu probki do
stanow brzegowych i na odwroét. Eliminuje to koniecz-
no$¢ dokladnego dostrajania warto$ci pola, aby we wne-
trzu probki utrzyma¢ poziomy Landaua ponizej ener-
gii Fermiego calkowicie wypelnione, a te powyzej cal-
kowicie puste. [Poniewaz liczba elektronéw jest usta-
lona,] catkowita liczba [zapelnionych] stanéw nie moze
sie zmieni¢, wiec przy zmianach natezenia pola magne-
tycznego [powodujacych zmiany liczb stanéw poszcze-
golnych pozioméw Landaual, elektrony muszg przepty-
wac z jednego poziomu Landaua do drugiego: stany
brzegowe, ktérych widmo energii nie ma przerwy, sta-
nowig konieczng ,,rure hydrauliczng” laczacg poziomy
Landaua i umozliwiajgcg redystrybucje [zapelnionych]
stanow [miedzy te poziomy] przy zmianach pola magne-
tycznego.

Ryc. 2. Widmo energii elektronéw poruszajacych sie w periodycznej sieci
umieszczonej w jednorodnym polu magnetycznym zwane motylem Ho-
fstadtera. Poziomy energii pokazane sg tu w funkcji strumienia pola magne-
tycznego przechodzacego przez komorke jednostkows. Struktura widma
w lewym dolnym rogu jest niemal taka jaka tworzy uktad zwyklych po-
zioméw Landaua. Kolory, ktérymi zaznaczone sg przerwy energetyczne
rozdzielajace podpasma, odpowiadaja réznym catkowitym liczbom n wy-
znaczajacym skwantowanie efektu Halla w sytuacji, gdy poziom Fermiego
lezy w danej przerwie. (Barwny wykres widma udostepnili D. OsadchyiJ.
Avron)*

Istniejagce w sposdb nieunikniony stany brzegowe,
ktoére transportuja czastki tylko w jednym kierunku do-
okola brzegu [probki] pozwalajg zrozumie¢ stabilnos¢
kwantowego efektu Halla (QHE) jako skutek wptywu
brzegu ukladu. Pozyteczne jest jednak zrozumienie tej
stabilno$ci na podstawie globalnych wtasciwosci wne-
trza ukladu. To wiasnie tu w tej opowiesci pojawia sie
wzoér TKNN znaleziony przez Thoulessa i jego wspot-
pracownikow (Thouless i inni, 1982). Inspiracja dla Tho-
ulessa bylo stynne widmo zwane motylem Hofstadtera

4. Redakcja PF przeprasza za nie najlepsza czytelnos¢ niektorych ele-
ment6w rycin w tym artykule — takiej jakosci ilustracje zawiera ory-
ginalny wyktad udostgpniony przez Nobel Foundation.

(Hofstadter, 1976) pokazane na ryc. 2. Widmo takie
powstaje, gdy na dwuwymiarowej powierzchni, przez
ktorg przechodzi pole magnetyczne, wystepuje perio-
dyczny potencjal. W takiej sytuacji, jesli strumien pola
magnetycznego przechodzacego przez jednostkowa ko-
morke pieriodycznego potencjalu jest liczbag wymierna
postaci p/q (p i g sa tu wzglednie pierwszymi liczbami
catkowitymi, niemajacymi wspolnych dzielnikéw), pro-
blem struktury pasm energii mozna $cisle rozwiazaé.
Rozwigzanie zalezy w bardzo delikatny sposéb od war-
tosci liczb p i g; aby je otrzymac trzeba rozpatrywaé
powiekszong, tzw. magnetyczng komoérke jednostkows,
tj. taka, by przechodzacy przez nig strumien pola ma-
gnetycznego byl catkowita wielokrotnoscia londonow-
skiego kwantu ®y. Wptyw pola magnetycznego polega
na tym, ze kazde pasmo istniejace przy braku pola,
w jego obecnosci rozszczepia si¢ na g podpasm. Zatem
gdy strumien pola przechodzacy przez jednostkowa ko-
morke zmienia warto$¢ od 1/3 do 100/301, to co przy
1/3 bylo jednym podpasmem rozdziela si¢ na 100 znacz-
nie wezszych podpasm, cho¢ strumien pola magnetycz-
nego zmienil si¢ tylko nieznacznie!

Juz wczesniej, dzieki jasnemu argumentowi poda-
nemu przez Roberta Laughlina (Laughlin, 1981), byto
oczywiste, ze jesli przy braku wzajemnego oddzialywa-
nia elektronéw energia Fermiego lezy wewnatrz prze-
rwy energetyczej w ich widmie, hallowska przewod-
no$¢ ¢*” musi, w granicy niskich temperatur, T — 0,
by¢ catkowitg wielokrotnoécia e/®y = e*/2nh. W
dolnym lewym rogu motyla Hofstadtera, odpowiadajg-
cemu sytuacji, w ktorej strumien pola magnetycznego
przechodzacego przez komdrke jednostkows jest bar-
dzo maly, widmo energii elektronéw jest bardzo po-
dobne do widma energii prostych pozioméw Landaua,
tj. sklada sie z bardzo waskich pasm (odpowiadajacych
tylko nieznacznie poszerzonym poziomom Landaua)
poprzedzielanych szerokimi przerwami. W tej sytuacji
liczba catkowita # jest po prostu réwna liczbie zapelnio-
nych pozioméw Landaua. Jednak gdy strumien pola ma-
gnetycznego zwieksza sig, poziomy Landaua rozszcze-
piaja si¢ na majacy skomplikowang strukture uktad pod-
pasm rozdzielonych duzg liczbg przerw, ktore powstaja
i znikaja, w miare jak zmienia si¢ pole magnetyczne.
Pytanie jakie postawili TKNN brzmiato: czym jest de-
finiujaca niskotemperaturowa przewodno$¢ hallowska
liczba catkowita n, gdy poziom Fermiego znajdzie si¢
wewnatrz jednej z takich nowopowstatych przerw?

Chociaz TKNN rozpatrywali magnetyczng (tj. po-
wiekszong) komdrke jednostkowsy, stosowalo sie do
niej twierdzenie Blocha, zgodnie z ktérym elektronowe
funkcje falowe musza by¢ postaci

Wi (1) = (K, 1) €5,
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w ktorej u, (k,r) jest periodyczng funkeja potozenia r
zdefiniowanego w obrebie magnetycznej komoérki jed-
nostkowej (MUC), a k jest wektorem Blocha definiuja-
cym magnetyczng strefe Brillouina (BZ), ktéra w dwdch
wymiarach jest topologicznie réwnowazna torusowi
(ktdry z kolei jest rownowazny paczkowi z dziurg). Wy-
korzystujac fundamentalny wzér Kubo na przewodno$¢
elektryczng TKNN otrzymali nastepujacy wzor

o =51 &5 JuF 0]

Ju’ ou ou’ ou
X)/ k _ d2 n n n n
(k) = /Muc r(akx ok, )

ok, Ok,
Wskaznik n numeruje tu zapelnione elektronami pasma
energii lezagce ponizej poziomu Fermiego. Istotng wta-
$ciwoscia [tego wzoru] jest to, ze catka po magnetycz-
nej strefie Brillouina z kazdej z periodycznych fukeji
F,” (k) jest réwna 27 razy liczba calkowita, co zgadza
sie z wynikiem Laughlina. TKNN zdali sobie sprawe
z tego, ze tak musi by¢, gdyz funkcje F,” (k) mozna za-

pisa¢ w postaci

3 3
xy _ y _ x
FY (9 = 50 A0~ A0,
ou ou,
Al (k) = d? ( el )
n(K) = /MUC " ok~ % ok,

co prowadzi do kluczowego wzoru wyrazajacego prze-
wodnos¢ hallowska w postaci catki po brzegu strefy Bril-
louina (BZB)

Zﬂfz Z 27 515 dkiA, ().

Od Marcela den Nijsa i Petera Nightingale dowie-
dziatem, si¢, ze wlaczenie do ich pracy (w postaci
tylko jednego akapitu) tego waznego jawnego ogdlnego
wzoru (zamiast wzoréw dotyczacych szczegolnego mo-
delu Hofstadtera, ktére byly gtéwnym przedmiotem ich
pracy) bylo, jak sobie przypominajg, efektem konco-
wego namystu, juz w trakcie spisywania pracy! Marcel
den Nijs twierdzil, ze przejawem ,,geniuszu Davida Tho-
ulessa byto wybranie zamiast jakiegos$ przypadkowego
potencjatu (w celu otrzymania poszerzonych pozioméw
Landaua) uogélnienia w formie potencjalu periodycz-
nego; to byt krok zasadniczy”. Pokazuje to site tkwigca
w wybraniu wlasciwego modelu, na ktérym mozna wy-
kona¢ analitycznie kompletne obliczenia. Cho¢ i przed-
tem interesowano si¢ otrzymaniem jakiej$ fizycznej re-
alizacji modelu Hofstadtera, nie mial on zadnych zwiaz-
kéw z rzeczywistymi prébkami, w ktérych obserwo-
wany byt catkowity kwantowy efekt Halla, ktérego mo-
delem wlasciwym fizycznie i naturalnie narzucajacym

sie do badania wydawal si¢ zasadniczo nierozwiazy-
walny model z przypadkowym potencjalem.

Niediugo po ukazaniu sie pracy TKNN, Michael
Berry odkryt (Berry, 1984) stynna, nazwana jego imie-
niem, faze geometryczng charakteryzujacg ewolucje
uktadéw kwantowych przy powolnych (adiabatycz-
nych) zmianach warunkéw zewnetrznych, jakim sa
one poddane. Klasycznym przykltadem podanym przez
Berryego jest spin S ustawiony wzdluz pola magne-
tycznego, ktérego kierunek reprezentuje jednostkowy
wektor €; kierunek ten z wolna zmienia si¢ powraca-
jac po pewnym czasie do wyjsciowego. Tym samym
wektor Q zakreéla na jednostkowej sferze pewna za-
mknietg droge. [Tak zwane twierdzenie adiabatyczne
moéwi, Ze w granicy nieskonczenie powolnej zmiany kie-
runku pola spin powraca do swojego wyjsciowego stanu
kwantowego, ale wektor reprezentujacy stan koncowy
rézni sie od wyjsciowego o czynnik fazowy]. Odkrycie
Berryego polegalo na tym, ze [ta] zwigzana ze zmiang
kierunku © pola faza sktada sie nie tylko z oczekiwanej
czedci proporcjonalnej do energii [spinu w polu magne-
tycznym], ale takze z czesci geometrycznej, ktora zalezy
tylko od ksztaltu drogi i jest w tym przypadku réwna
katowi brylowemu w wyznaczonemu przez droge wyty-
czong na sferze (czyli polu powierzchi na sferze jednost-
kowej otoczonej zakreslong na niej zamknietg droga)
pomnozonemu przez warto$¢ S spinu. Patrzac na to
bardziej wnikliwie mozna zauwazy¢, ze powierzchnia
ograniczona wytyczong na sferze zamknieta droga nie
jest okre$lona w sposdb jednoznaczny i wskutek tego
kat brylowy w jest przez nia wyznaczany tylko mo-
dulo 47. Jednak znaczenie fizyczne ma tylko czynnik fa-
zowy exp(iSw), a on jest jednoznaczny, bo 28 jest za-
wsze liczbg catkowita. Wplyw odkrytej przez Berryego
fazy geometrycznej na rozwoj wspdlczesnych zastoso-
wan mechaniki kwantowej trudno przecenié; wielu ba-
daczy jest zdania, ze zastuguje ona na pelniejsze zapre-
zentowanie w przyszlych wykladach noblowskich.

Zardéwno praca Berryego, jak i wzor TKNN przy-
ciagnety uwage fizyka matematycznego Barryego Si-
mona, ktory zauwazyl (Simon, 1983), ze istnieje mie-
dzy nimi zwigzek: faz¢ Berryego mozna bowiem uwa-
za¢ albo za calke z koneksji Berryego (analog znanego
z elektrodynamiki potencjatu wektorowego) wzdtuz [za-
mknietej] krzywej (drogi), albo, wykorzystujac twier-
dzenie Stokesa, za calke ze strumienia Berryego lub
z krzywizny Berryego po powierzchni ograniczonej
ta krzywa. Co wigcej, jedli powierzchnia nie posiada
brzegu, czyli jest powierzchnia zamknieta, catkowita [(tj.
scatkowana po tej powierzchni)] krzywizna Berryego
musi by¢ réwna catkowitej wielokrotnosci 27 i ta wielo-
krotno$¢ jest niezmiennikiem topologicznym, zwanym
(moéwigc bardziej technicznie) pierwsza klasag Cherna
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wigzki wibknistej o grupie strukturalnej U(1) (be-
dacej matematyczng charakteryzacja kwantowomecha-
nicznej funkeji falowej) nad dwuwymiarowa rozmaito-
$cig. Twierdzenie to jest bliskim analogiem twierdze-
nia Gaussa-Bonneta dotyczacego catki po dwuwymiaro-
wej powierzchni z jej wewnetrznej krzywizny (krzywi-
zny Gaussa). Jesli powierzchnia taka jest zamknieta, tak
jak powierzchnia sfery lub paczka, to topologiczny nie-
zmiennik Gaussa-Bonneta jest réwny liczbie dziur (ge-
nusowi powierzchni); to wlasnie ta matematyczna ana-
logia data poczatek powszechnemu sposobowi ilustro-
wania, za pomocg filmu, topologicznej rGwnowaznosci
filizance bajgla lub paczka.

® Berry’s example: a spin S aligned along an axis

direction of spin moves on closed
path on unit sphere

ez(IDF _ esz

Berry phase

solid angle enclosed is ambiguous modulo 47

so 2S must be an integer

Ryc. 3. Faza Berryego zwigzana z adiabatyczng ewolucja kwantowego wek-
tora stanu spinu ustawiajacego si¢ wzdluz zmieniajgcego sie kierunku pola
magnetycznego. Faza @r jest réwna spinowej liczbie kwantowej S pomno-
zonej przez kat brylowy wyznaczony przez zamknieta droge I' zakreslang
na sferze przez wektor Q zadajacy kierunek pola. Gdy wektor ten powraca
do swego pierwotnego kierunku, koncowy [wektor] stan[u] spinu jest taki
sam, jaki byt na poczatku, tylko jest pomnozony przez czynnik exp(i®r),
ktory zalezy w sposob geometryczny od zakreslonej drogi. Poniewaz kat
brytowy jest przez zakreslong przez wektor € droge wyznaczony tylko
modulo 47, topologia wymaga, by podwojony spin, 28, byl (tak jak to
zawsze jest w mechanice kwantowej) liczbg catkowita

Rozpoznanie we wzorze TKNN topologicznego nie-
zmiennika stalo si¢ poczatkiem uswiadamiania sobie,
ze oprocz roli jaka poprzez zidentyfikowanie wzbu-
dzen topologicznych topologia odegrata w klasycznej
fizyce przemiany fazowej Bieriezinskiego—Kosterlitza—
Thoulessa bedzie ona takze odgrywaé wazna role w kla-
syfikowaniu samych stanéw kwantowych. Dany wzo-
rem TKNN niezmiennik (liczba Cherna lub pierw-
sza klasa Cherna, réwna 3 razy calka z krzywizny
Berryego po dwuwymiarowej rozmaitosci) miat jednak
pozosta¢ jedynym znanym fizykom materii skondenso-
wanej az do odkrycia w roku 2004 przez Kanea i Mele
(Kane i Mele, 2005), nowego niezmiennika Z, odgrywa-
jacego role w fizyce topologicznych izolatoréw. Dopiero
to odkrycie doprowadzito do eksplozji nowych ekspery-
mentalnych i teoretycznych odkry¢ dotyczacych topolo-
gicznych stanéw materii.

Wynik TKNN dotyczyl struktury pasmowej widma
ukladu elektronéw umieszczonego w jednorodnym
polu magnetycznym. W obecno$ci potencjalu perio-
dycznego poziomy Landaua ulegaja rozszczepieniu na
pasma Blocha. W roku 1988, analizujac zapropono-

Ryc. 4. Prosty grafenopodobny zabawkowy model o ciasnych wigzaniach
(Haldane, 1988) bedacy realizacja topologicznego izolatora ze ztamang sy-
metrig wzgledem odwrdcenia czasu lub izolatora Cherna wykazujacego
anomalny kwantowy efekt Halla przy zerowym zewnetrznym polu magne-
tycznym. Elektrony moga wykonywac¢ przeskoki wzdtuz (zaznaczonych
cigglymi liniami) wigzan najblizszych sgsiadow — przeskokom tym odpo-
wiadajg rzeczywiste elementy macierzowe [(amplitudy)] — oraz wzdiuz
(zaznaczonych liniami przerywanymi) wigzan faczacych drugich pod
wzgledem wzajemnego oddalenia sasiadéw — takim przeskokom w kierun-
kach wskazanych strzalkami odpowiada zespolona amplituda o dodatniej
fazie. (Dwie kopie takiego modelu — jedna odpowiadajaca elektronom
o spinie do gory i druga odpowiadajaca elektronom o spinie w dét — zo-
staly pozniej polaczone przez Kane’a i Mele, aby modelowac topologiczny
izolator nie famigcy symetrii wzgledem odwrécenia czasu.) [W moim
modelu] zlamanie tej symetrii wprowadzaja niezerowe fazy zespolonych
amplitud odpowiadajacych przeskokom miedzy drugimi co do oddalenia
sasiadami; fazy te moga by¢ skutkiem wystepowania w centrum kazdej
z heksagonalnych komérek ferromagnetycznie uporzgdkowanych dipoli
magnetycznych (zaznaczonych sybolem *) skierowanych prostopadle do
dwuwymiarowej plaszczyzny. Dipole takie wytwarzajg lokalnie strumien
pola magnetycznego, ktéry cho¢ scatkowany po caltej komorce jest zerowy
(dzieki czemu standardowa struktura Blocha pozostaje nienaruszona), ma
jednak rézne wartosci w obszarach zaznaczonych na rysunku literami a,
bic

wang przez Fradkina, Dagotto i Boyanovskiego (Frad-
kin i inni, 1986) realizacj¢ anomalii parzystosci zdalem
sobie sprawe z tego, ze koniecznym warunkiem wysta-
pienia efektu Halla nie jest obecno$¢ pola magnetycz-
nego, lecz po prostu ztamanie symetrii wzgledem od-
wrocenia czasu. Wniosek ten wiasciwie powinien byt
zosta¢ odczytany z samego wyniku TKNN, ale najwy-
razniej nie zostal wczeéniej dostrzezony. Zaproponowa-
tem wiec (Haldane, 1988) bardzo prosty uklad poka-
zany na ryc. 4, wzorowany na dwuwymiarowej poje-
dynczej warstwie grafitu (w owym czasie byt to czysto
zabawkowy model — mozliwos¢, ze kiedy$ powstanie
grafen wydawala sie wtedy czystym science fiction). Na-
zwalem go modelem kwantowego efektu Halla bez po-
zioméw Landaua. Jego konstrukcja zamiast zaleznych
od pola magnetycznego egzotycznych standéw wystepu-
jacych w modelu Hofstadtera wykorzystywata standar-
dowe stany Blocha. Konstrukcje te nazywa sie obecnie
modelem anomalnego kwantowego efektu Halla albo izo-
latorem Cherna.

Skonstruowany przeze mnie uklad mozna tez na-
zwal pierwszym topologicznym izolatorem, z tym ze
izolatorem ze ztamang symetriag wzgledem odwrdécenia
czasu. Okazuje si¢ bowiem, ze w dwuwymiarowym gra-
fenie bedace wierzchotkami stref Brillouina punkty Di-

raca, w ktérych pasmo przewodnictwa i pasmo walen-
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cyjne stykaja si¢ ze soba, sg stabilne tylko wtedy, gdy za-
réwno symetria wzgledem odwrdcenia czasu, jak i syme-
tria wzgledem przestrzennego odbicia pozostaja niena-
ruszone: krzywizna Berryego jest wtedy tozsamo$ciowo
réwna zeru, a czynniki fazowe Berryego odpowiada-
jace zamknietym drogom w strefie Brillouina sg [czy-
sto] topologiczne i majg wartosci exp(ig) = 1, zalez-
nie od tego, czy liczba owinie¢ drogi wokét punktéw
Diraca jest parzysta, czy nieparzysta. Badany wcze$niej
przez Semenoffa (Semenoff, 1984) oddzielony przerwa
od reszty widma energetycznego nietopologiczny stan
izolatorowy powstaje, gdy zlamana jest symetria wzgle-
dem odbicia przestrzennego. Natomiast w zabawkowym
modelu, ktory ja badatem, przerwa w punktach Diraca
tworzy si¢ dzigki ztamaniu symetrii wzgledem odwroé-
cenia czasu; jej zlamanie wskutek przyjecia, ze ampli-
tudy przeskokow do drugich (co do bliskosci) weztéw
tej samej podsieci, sg zespolone (maja niezerowe tzw.
chiralne fazy) powoduje powstanie kwantowego stanu
hallowskiego. Gdy tylko utworzy si¢ przerwa zrywajaca
we wnetrzu ukladu potaczenie pasma przewodnictwa
i pasma walencyjnego, pasma te zaczynajg mie¢ prze-
ciwne liczby Cherna +1; istnieja tez jednokierunkowe
stany brzegowe. Najlepiej jest to widoczne na ,,zygzako-
watym” brzegu: poniewaz elektrony nie majg tam mozli-
wosci przeskakiwania do drugich co do oddalenia we-
zi6w, stan brzegowy o zerowej energii zajmuje jedna
trzecig powierzchni strefy Brillouina, taczac punkty Di-
raca w sposdb przypominajacy ten, w jaki stany po-
wierzchniowe zwane fukami Fermiego, tacza punkty
Diraca tréjwymiarowego potmetalu Weyla odkrytego
ostatnio przez Ashvina Vishwanatha wraz ze wspdlpra-
cownikami (Waniinni, 2011). Kiedy otwiera si¢ przerwa,
albo z powodu zfamania symetrii wzgledem odbi¢, albo
symetri wzgledem odwrocenia czasu, albo obu tych sy-
metrii na raz, stany brzegowe w kazdym majacym teraz
przerwe punkcie Diraca (tzw. masywnym punkcie Di-
raca) muszg przylaczyc¢ sie albo do pasma walencyjnego,
albo do pasma przewodnictwa, co prowadzi do czterech
mozliwosci pokazanych na ryc. 5.

Ten prosty, zabawkowy model okazal si¢ bardzo uzy-
teczny: cho¢ w wersji oryginalnej byl modelem nata-
dowanych fermionéw, do$¢ nieoczekiwanie zostat prze-
robiony na model neutralnych bozonéw i fotonowego
krysztatu (Haldane i Raghu, 2008) pokazujac, jak w ta-
kich uktadach mogg takze powstawac jednokierunkowe
stany brzegowe. Wynik ten zapoczatkowal powstanie
dziedziny zwanej fotonika topologiczng. Stany takie
udato si¢ wytworzy¢ eksperymentalnie w ramach foto-
niki mikrofalowe;j.

Mozliwos¢ istnienia niezmienniczego wzgledem od-
wrocenia czasu analogu efektu Halla (spinowego efektu
Halla) byta w roku 2004 wcigz przedmiotem dyskusji.
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Ryc. 5. Zygzakowaty brzeg grafenu po uwzglednieniu zaburzajacych czto-
néw tamigcych symetrie wzgledem odbicia przestrzennego lub symetrie
wzgledem odwrocenia czasu. Przy braku zaburzenia istnieje stan brzegowy
aczacy dwa sgsiednie punkty Diraca, w ktérych wypelnione pasmo wa-
lencyjne (zaznaczone na czerwono) styka si¢ z niezapetnionym pasmem
przewodnictwa (zaznaczonym na zielono). Gdy wprowadzenie zaburzenia
spowoduje powstanie przerwy, stan brzegowy moze taczy¢ si¢ z pasmami
na cztery rézne sposoby. Dwa z nich — polaczenie pasm walencyjnego
i przewodnictwa — sg topologiczne

Pierwszy model spinowego efektu Halla podali dopiero
Charles Kane i Eugen Mele (Kane i Mele, 2005). Pola-
czyli oni dwie kopie mojego modelu: jedna kopia repre-
zentowala elektrony o spinie do gory, ktorych pasmo
walencyjne charakteryzowalo si¢ liczbg Cherna réwna
£1, a druga elektrony o spinie w dét, ktérych pasmo wa-
lencyjne mialo liczbe Cherna przeciwna, tj. réwna F1.
Mody brzegowe elektronéw o spinie do gory i o spinie
w dot propagowaly si¢ w przeciwnych kierunkach. Po-
niewaz sumaryczna liczba Cherna pasm walencyjnych
elektronéw o obu kierunkach spinu byla réwna zeru,
zaden kwantowy efekt Halla nie wystepowat. Naiwnie
mozna byto sadzié, ze nic nie zabrania, by nieoddzielone
od reszty widma przerwa mody brzegowe rozpraszaly
sie do tylu i mieszaly [z modami we wnetrzu ukladu],
co, po uwzglednieniu sprzezenia spin-orbita typu Ra-
shbyego, powinno prowadzi¢ do powstania przerwy. Za
pomocg obliczenn numerycznych Kane i Mele odkryli
jednak, ze jesli tylko niezmienniczo$¢ wzgledem odwrdé-
cenia czasu nie byla zlamana, mody brzegowe w isto-
cie nie mieszaly sie z powodu istnienia wcze$niej nie-
oczekiwanego niezmiennika topologicznego Z,, zwiaza-
nego z degeneracja Kramersa. Ten nowy niezmiennik
ma swoje tréjwymiarowe uogdlnienie, ktére w tym sa-
mym czasie i niezaleznie odkryli Joel Moore i Leon Ba-
lents (Moore i Balents, 2007), Rahul Roy (Roy, 2009)
oraz Liang Fu i Kane i Mele (Fu i inni, 2007). Dopro-
wadzito to do eksperymentalnego odkrycia tréjwymia-
rowych niezmienniczych wzgledem odwrdcenia czasu
topologicznych izolatoréw i, wreszcie, do ogloszonego
przez grupe QiKun Xue z uniwersytetu Tsinghua w Pe-
kinie (Chang i inni, 2013) eksperymentalnego zreali-
zowania anomalnego kwantowego efektu Halla w cien-
kich blonach z niezmienniczych wzgledem odwrécenia
czasu topologicznych izolatoré6w domieszkowanych ma-
terialem magnetycznym.
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Przejde teraz do innego (dokonanego w 1981 r.) uho-
norowanego ta nagroda Nobla odkrycia: do nowych sta-
néw typu ciecz spinowa jednowymiarowych antyferro-
magnetykow zbudowanych z kwantowych spinéw cal-
kowitych. Stany takie (w przypadku uktadéw spinow
S réwnych 1,3,...) zostaly ostatnio przez Xiao-Gang
Wena i wspotpracownikéw (Chen iinni, 2013) zaliczone
do Klasy stanéw topologicznych chronionych przez syme-
trig; w tym przypadku symetrig tg jest niezmienniczos¢
wzgledem odwrdcenia czasu i wzgledem odbicia prze-
strzennego.

Standardowe stany podstawowe jednowymiaro-
wego magnetyka, powszechnie rozpatrywane przed
rokiem 1981, byly typowo stanami nie wykazujacymi
splatania. Charakteryzowaly sie zwykle dlugozasiego-
wym uporzagdkowaniem magnetycznym i mozna je byto
modelowa¢ jako iloczyn prosty niezaleznych standw
spindw S [(catkowitych lub poléwkowych)] ulokowa-
nych w kolejnych weztach. Przykladami takich niespla-
tanych stanéw iloczynowych sg np. stan ferromagne-
tyczny (... 111111 ...) albo antyferromagnetyk Néela
(.. NMMNT ...). W pokazanych tu konfiguracjach
sasiednie spiny sg ustawione albo réwnolegle albo anty-
réwnolegle w stosunku do osi z, ale w przypadku (izo-
tropowego) magnetyka Heisenberga stany takie famig
spontanicznie symetri¢ wzgledem obrotéw, bo 0§, w sto-
sunku do ktérej s3 one ustawione albo réwnolegle, albo
antyréwnolegle, wyréznia jeden kierunek (moze on by¢,
oczywiscie, wybrany dowolnie). W przypadku ferro-
magnetyka Heisenberga kierunek uporzadkowania jest
[zarazem] kierunkiem makroskopowego wektora mo-
mentu pedu i zachowanie momentu pedu, [obowigzu-
jace w ukladach, ktorych hamiltonian jest] niezmien-
niczy wzgledem obrotéw, uniemozliwia zmiany ferro-
magnetycznego ,,parametru porzadku” (czyli kierunku,
wzdtuz ktérego ustawione sg spiny) przez fluktuacje.

W przypadku antyferromagnetyka nie ma jednak
zasady zachowania, ktéra by chronila strukture stanu
podstawego przed skutkami fluktuacji. Stynne twier-
dzenie Mermina-Wagnera, ktére w przypadku zacho-
dzacej przy niezerowej temperaturze przemiany fazo-
wej Kosterlitza—Thoulessa byto przyczyng paradoksu,
ma, w przypadku jednowymiarowych uktadéw kwan-
towych, podobne konsekwencje: stan podstawowy jed-
nowymiarowego ukladu kwantowego, ktorego hamil-
tonian jest niezmienniczy wzgledem symetrii ciaggle;j,
nie moze, bez istnienia zabezpieczajacych go praw za-
chowania, wykazywa¢ dlugozasiegowego uporzadkowa-
nia charakteryzujgcego si¢ lamigcg te symetri¢ nieze-
rowa wartosécig parametru porzadku. W wyzszych wy-
miarach uklad spinéw Heisenberga moze mie¢ famigcy
symetri¢ ferromagnetyczny stan podstawowy i nieod-
dzielone oden w widmie energetycznym przerwa wzbu-

dzenia Goldstonowskie znane jako (antyferromagne-
tyczne) fale spinowe, ktdre s3 matymi harmonicznymi
fluktuacjami parametru porzadku wokét jego jedno-
rodnej w stanie podstawowym konfiguracji. Jednak
w przypadku jednowymiarowego antyferromagnetyka
o spinie S, gdyby nawet przyja¢ zalozenie, ze wysta-
pilo dlugozasiegowe antyferromagnetyczne uporzadko-
wanie typu Néela stanu podstawowego, to, jak fatwo
stwierdzi¢, skutkiem harmonicznych fluktuacji wyste-
pujacych w stanie podstawowym byloby zniszczenie ta-
kiego zalozonego dlugozasiggowego uporzadkowania.

W tym miejscu do opowiesci tej wkracza, okazuje
swoja moc i wprowadza zamieszanie $cisly (ale nie
w pelni zrozumiany) matematyczny wynik! W roku 1931
Hans Bethe (ktory pdzniej miat zosta¢ opiekunem pracy
doktorskiej Davida Thoulessa na uniwersytecie Cor-
nella), zanim jeszcze odkryl, jak reakcje jadrowe zasi-
lajg Stonce, pracowal m.in. nad jednowymiarowym fan-
cuchem Heisenberga traktowanym jak zabawkowy mo-
del magnetyzmu. Wymyslit wtedy (Bethe, 1931) wazny
Ansatz noszacy dzi$§ jego imie (tzw. Ansatz Bethego),
ktory dawal $ciste rozwigzanie problemu standéw wla-
snych modelu jednowymiarowego ukladu spinéw S =
% oddzialujacych kazdy tylko ze swoimi najblizszymi
sasiadami i umozliwial otrzymanie w jawnej postaci
widma warto$ci wlasnych takiego uktadu. Zrozumienie
stojacej za tym wynikiem struktury matematycznej za-
jeto jednak niestety ponad sze$¢ dziesigciolecii w latach
siedemdziesiatych XX w. z tego $cislego rozwigzania
wcigz udawalo sie znajdowac jedynie poziomy energe-
tyczne uktadu i jego wlasciwosci termodynamiczne, ale
nie funkgje korelacji. Otrzymywane za pomoca Ansatzu
Bethego widmo energii najnizszych wzbudzen uktadu
spindw pozornie przypominalo przewidywania teorii
fal spinowych z tym wszakze, ze przewidywana w ten
sposob predkos¢ [rozchodzenia si¢] fal o duzej dtugosci
réznila sie od ich predko$ci przewidywanej przez teorig
fal spinowych o czynnk 7/2.

Cho¢ szczegoly Ansatzu Bethego byly dos¢ nieja-
sne i wymagaly pewnego wtajemniczenia, powszech-
nie uznawano, iz jest on dowodem na to, Ze obraz
fal spinowych jest mniej wigcej poprawny, mimo zna-
nego faktu niszczenia dltugozasiegowego uporzadkowa-
nia przez efekty kwantowe. Dzi§ wiemy, ze elementarne
wzbudzenia wystepujace w modelu, ktdry rozwigzat Be-
the, nie majg w istocie zadnego zwigzku z falami spino-
wymi — sa one powstajacymi parami topologicznymi
wzbudzeniami ukladu spinéw 3 (Fadiejew i Tachta-
dzjan, 1981), ktdre teraz nazywa sie spinonami. Nawet
jednak w latach siedemdziesigtych powinno byto si¢ za-
uwazy¢, ze ciepto wlasciwe wyrazone przez predko$é
rozchodzenia si¢ wzbudzen o duzej dlugosci fali przewi-
dywane przez teorie fal spinowych jest dokladnie dwu-
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krotnie wigksze niz przewidywane przez scisty Ansatz
Bethego, co oznacza, ze nie ma zadnego zwigzku mie-
dzy teorig fal spinowych i niskoenergetycznymi wzbu-
dzeniami rozwigzywalnego modelu Bethego.

W poczatku lat siedemdziesigtych z prac Alana Lu-
thera i Ingo Peschela wylonita si¢ nowa technika po-
zwalajgca obej$¢ od dawna nierozwigzywalny problem
otrzymania funkcji korelacji z rozwigzania Bethego.
Znéw wazna okazala si¢ pewna stara (jeszcze starsza niz
ta Bethego!) praca: Luther i Peschel wykorzystali mia-
nowicie transformacje Jordana-Wignera (Jordan i Wi-
gner, 1928) odwzorowujaca jednowymiarowy magne-
tyk, czyli fancuch spinéw S = % z oddzialywaniem naj-
blizszych sasiadéw, na model bezspinowych fermionéw
przemieszczajacych si¢ w jednym wymiarze dzigki prze-
skokom miedzy najblizszymi weztami sieci, powodowa-
nym przez wzajemne oddzialywanie czastek znajduja-
cych sie w sasiednich wezlach. Jesli wymienne oddziaty-
wanie Heisenberga majace postac sprzezenia J Sp-Snit
uogdlni si¢ do postaci J*SESX, | + J7'S,S) ., + J*SESE

n n n“n+l
i przyjmie J* = 0 oraz J* = J7 = J*7, wowczas kwan-
towy model XX oddzialywania spinéw S = 3 zostaje

odwzorowany na model nieoddzialujacych wzajemnie,
czyli swobodnych fermiondéw, ktory moze by¢ do konca
jawnie rozwigzany, a jego wlasciwosci fizyczne [(w tym
funkgje korelacji)] zbadane.

Wezesniej, bo juz w polowie lat szes¢dziesiatych,
Joaquin Luttinger (Luttinger, 1963) zauwazyl, ze ,za-
bawkowy” model oddziatujacych bezspinowych fermio-
néw o liniowym, typu dirakowskiego, zwigzku dysper-
syjnym i oddzialywaniu ograniczonym do rozpraszania
do przodu z malym przekazem pedu, powinien by¢ $ci-
$le rozwigzywalny przy wykorzystaniu bozonéw Tomo-
nagi wprowadzonych przez Sin-itiro Tomonage (Tomo-
naga, 1950). Gdy wystepujace poczatkowo problemy z
rozwigzaniem Luttingera zostaly wyjasnione przez Da-
niela Mattisa i Elliota Lieba (Mattis i Lieb, 1965), wyrosta
z tego wazna technika ,,bozonizacji” (pozwalajaca repre-
zentowa¢ jednowymiarowe ukltady fermionow w jezyku
modo6w oscylatora harmonicznego Tomonagi), ktéra zo-
stala jawnie sformutowana przez Schotte’go i Schotte'go
(Schotte i Schotte, 1969) w ich pracy z 1969 roku poswie-
conej uproszczonemu traktowaniu problemu osobliwo-
sci brzegowych promieni X.

W roku 1975 Luther i Peschel (Luther i Peschel,
1975) zaadaptowali te nowg technike bozonizacji do mo-
delu antyferromagnetyka o niezerowym sprzezeniu J* =
MJ¥| z A < 1, tj. antyferromagnetyka majacego tzw.
tatwa plaszczyzne. Odwzorowali ten model na pewna
efektywna kwantows teori¢ pola w dwdch (1 + 1) wy-
miarach, ktdrg z kolei mozna bada¢ odwzorowujac ja
metodg bozonizacji na problem oscylatora harmonicz-
nego. Znaleziony w wyniku zastosowania takiego podej-

$cia (i po dokonaniu tzw. obrotu Wicka pozwalajacego
zamiast teorii pola w 1 + 1-wymiarowej przestrzeni Min-
kowskiego rozpatrywac te samg teorie pola w dwuwy-
miarowej przestrzeni euklidesowej), [stan podstawowy
ukladu] byl catkowicie réwnowazny niskotemperaturo-
wej uporzgdkowanej topologicznie fazie klasycznego, ba-
danego w tym samym czasie przez Kosterlitza i Tho-
ulessa, dwuwymiarowego modelu XX o funkcjach kore-
lacji typu Néela, zanikajacych wedlug obowigzujacego
przy duzych wartosciach r6znicy |n — n'| prawa potego-
wego

(SiSw) = (SIS)) ~ (~1)" | = n'|",
(8385~ (=1)" " [m =1,

z nieuniwersalnym, bo zalezacym od wartodci stalej
sprze¢zenia A, wykladnikiem 7. Przyjecie nastgpnie cal-
kowitej nieizotropowodci, tj. J* # J”, odwzorowuje
ten model (model XY) na teori¢ pewnego masywnego
pola (na tzw. model sinus-Gordona), ktorego wzbudze-
nia oddziela od stanu podstawowego przerwa energe-
tyczna o szeroko$ci zaleznej od réznicy J* — ] potegowo,
przy czym wykladnik potegi jest wyznaczony przez pa-
rametr #.

W owym czasie §cisle rozwigzanie Bethego izotropo-
wego (o J* = J” = J*) modelu XXX Heisenberga oddzia-
tujacych spinow S = % zostalo juz przez Rodneya Ba-
xtera uogolnione na w pelni nieizotropowy model XYZ,
co stalo si¢ mozliwe dzigki zidentyfikowaniu algebry
Baxtera-Yanga jako kluczowego elementu, ktory spra-
wia, ze korzystajac z Ansatzu Bethego daje sie otrzymac
rozwigzanie takze i tego modelu. Luther i Peschel mogli
wiec wykorzystaé te informacje, by w sposob okrezny
otrzyma¢ w funkcji parametru A warto$¢ wyktadnika #
charakteryzujgcego funkcje korelacji modelu XXZ ma-
jacego tatwg ptaszczyzne (tj. o |A| < 1). Ustalili oni, ze
gdy sprzezenie J jest dodatnie (co odpowiada antyfer-
romagnetykowi) wykladnik  roénie od wartoci 3, jaka
ma w punkcie A = 0 (4. gdy J* = 0), odpowiadajacym
w pelni rozwigzywalnemu modelowi XX nieoddzialujg-
cych fermiondéw, osiagajac wartosé¢ = n~! = 1 przy A =
1, co odpowiada heisenbergowskiemu modelowi XXX
antyferromagnetyka. Natomiast przy ujemnym sprzeze-
niu J* (odpowiadajacym ferromagnetykowi) wyktadnik
n maleje osiggajac warto$¢ zero przy A = -1, kiedy to
stan podstawowy ukfadu staje si¢ dalekozasiegowo upo-
rzagdkowany, a parametr porzadku staje sie wielko$cig za-
chowang. Teoriopolowe podejscie Luthera—Peschela nie
byto jednak w stanie objasni¢ pojawiania si¢ przy A > 1
przerwy energetycznej, kiedy to model nie odpowiada
juz antyferromegnetykowi majgcemu latwg ptaszczyzne,
lecz antyferrmagnetykowi o tatwej osi.

W roku 1979 pracowatem nad dokladnym sformu-
fowaniem metody bozonizacji i ustalilem (Haldane,
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1981b), ze mody o zerowym pedzie gestosci fermo-
néw powinny by¢ reprezentowane przez zmienne typu
dzialanie-kat, a nie przez mody oscylatora harmonicz-
nego Tomonagi, ktore reprezentuja mody majgce nie-
zerowy ped. Owe stopnie swobody dziatanie-kat maja
nature topologiczna, co rozwiazalo zagadke, w jaki spo-
s6b w jednym wymiarze fermiony moga by¢ repre-
zentowane przez bozony (mody oscylatora harmonicz-
nego): konstrukcja tej reprezentacji wykorzystuje w isto-
cie oscylatory harmoniczne oraz stopnie swobody odpo-
wiadajgce topologicznej liczbie nawinie¢. Oznacza to, ze
na widmo wzbudzen modelu bezspinowych fermionéw
spetniajacych periodyczne warunki brzegowe skladaja
sie dwa rodzaje wzbudzen topologicznych (charaktery-
zowanych dwiema oddzielnymi liczbami nawinie¢: pro-
pagujacych si¢ w prawo i propagujacych si¢ w lewo pdl
fermionowych) oraz mody fal dzwiekowych Tomonagi.

Znajomo$¢ energii dwoch topologicznych wzbu-
dzen pozwolila wyznaczy¢ nie tylko warto$¢ predko-
$ci dzwigku, ktéra mozna bylo sprawdzi¢ innym, nie-
zaleznym sposobem, ale takze wyktadnik # charakte-
ryzujacy funkcje korelacji. Stosujac te wyniki do wy-
korzystujacego Ansatz Bethego rozwigzania modelu
XXZ z zerowym zewnetrznym polem magnetycznym
(lub réwnowaznego mu poprzez transformacje Jordana-
Wignera modelu polowicznie zapelnionego pasma fer-
mionéw), mogltem si¢ przekona¢, Ze nowe wzory wyra-
zajace wykladnik # przez energie wzbudzen topologicz-
nych iich liczby nawinie¢ zgadzajg si¢ w tym przypadku
ze znaleziong w sposob okrezny przez Luthera i Peschela
doktadng zalezno$cig tego wyktadnika od sprz¢zen i sa,
wobec tego, poprawne i calkowicie ogélne.

Wynik ten stworzyl mozliwo$¢ otrzymania z roz-
wigzania wykorzystujacego Ansatz Bethego $cistych wy-
kladnikéw charakteryzujacych funkcje korelacji pew-
nych jednowymiarowych uktadéw wykazujacych kry-
tyczne zachowanie poprzez dopasowanie energii roz-
nych ich topologicznych wzbudzen do tego, co na-
zwatem (Haldane, 1981b) efektywna cieczg Luttin-
gera (albo, moze bardziej wlasciwie, cieczg Tomonagi-
Luttingera) reprezentowang przez model Luttingera.
Wyniki te otrzymano jeszcze przed pojawieniem sie sil-
niejszych metod, wykorzystujacych konforemna teorie
pola w dwdch (1 + 1) wymiarach, w ramach ktérych cie-
cze Luttingera okazuja si¢ ukladami, ktére wobec braku
ograniczen nakladanych przez niezmienniczos¢ lorent-
zowska daja si¢ rozlozy¢ na abelowe reprezentacje alge-
bry Virasoro.

Gdy rozpatrzylem z tego nowego punktu widzenie
pelna przestrzen parametréw wykorzystujacych Ansatz
Bethego rozwiazan tancucha spinéw XXZ (co w przy-
padku pasm fermionowych o zapelnieniu odbiegaja-
cym od polowicznego wymagalto numerycznego rozwia-

zywania rownania catkowego, do ktdrego prowadzi An-
satz Bethego), rzut oka na wyniki natychmiast ujawnit,
ze elementem, ktérego brakowato w pracy Luthera i Pe-
schela, byl proces typu umklapp (zagiecia w j. niem),
dzieki ktéremu przy potowicznym zapelnieniu pasma
ped ukiadu zmienia si¢ w wyniku rozpraszania o 4kg
(czyli o wektor Bragga); dwa lewobiezne elektrony o ni-
skich energiach (kazdy o pedzie bliskim —kr) moga
w wyniku takiego procesu przejs¢ w dwa elektrony pra-
wobiezne (kazdy o pedzie bliskim k).

oka [proces powi-
nien by¢ reprezentowany czlonem [oddzialywania]
Pl (x) W) (x) ¥ (x) ¥ (x). Czlon taki jest jednak niedo-
zwolony z powodu zakazu Pauliego. (Wyjasnia to praw-

Na pierwszy rzut ten]

dopodobnie, dlaczego proces umklapp nie zostal wziety
pod uwage w oryginalnej pracy Luthera i Peschela). Do-
zwolony jest jednak czlon nastgpnego rzedu postaci
(] (x)0 ¥} (%)) (WL (x)9x ¥ (x)), ktéry po ,zbozo-
nizowaniu” daje czton cos20 = cos(2(pr(x) — @1 (x)).
Proces umklapp jest w kwantowym analogu przemiany
Bierezinskiego—Kosterlitza-Thoulessa przejsciem po-
legajacym na rozdzieleniu sie podwdjnego wiru. Takie
przejscie jest dozwolone, podczas gdy przejscie pole-
gajace na rozdzieleniu sie pojedynczego wiru jest za-
bronione przez zasade zachowania pedu. W modelu
kwantowej teorii pola w dwdch (1 + 1) wymiarach ana-
logiem zwyklego procesu rozdzielnia si¢ pojedynczego
wiru z dwuwymiarowej teorii klasycznej bytby [pro-
ces reprezentowany przez czlon] cos 0, ktory staje si¢
istotny” (i prowadzi do powstania przerwy w widmie)
gdy n > 1. Uogdlniajac: czlon cos(m0) staje sie istotny,

gdy > $m?, co doskonale zgadza si¢ z tym, ze czlon

"= Z 3 (881 + 57 S +ASESE

easy plane l

H = Z %((fj(,’j+'[ + ("",!,-4»1("1') + /\(17,[‘ — %)(7”4,] — %)

A<l A > 1 easy axis

E A=0

free fermions

.
B

us
a

4kp = 2= (Bragg vector)

“Umklapp processes”

Half-filled band (in zero magnetic field)

Ryc. 6. Transformacja Jordana-Wignera odwzorowuje heisenbergowski
taficuch spinéw S = % 0 zerowym namagnesowaniu w potowicznie za-
pelnione pasmo oddzialujacych bezspinowych fermionéw; 4k jest tu

wektorem Bragga

5. W sensie klasyfikacji operatoréw wystepujacych w hamiltonianie
kwantowej teorii pola na istotne, marginalne i nieistotne, albo ina-
czej, na superrenormalizowalne, renormalizowalne i nierenormali-
zowalne (przyp. thum.).
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cos 26, powodujacy [proces bedacy analogiem] rozdzie-
lania si¢ podwodjnego wiru, staje si¢ istotny (przy braku
czlonu cos 0) doktadnie wtedy, gdy model staje sie typu
XXX, tj. izotropowy i wykladnik krytyczny # = 1.

Uwzglednienie tego elementu dopetlnito teoriopo-
lowy obraz [uktadu oddzialujacych] spinéw S = %, pod
ktéry podwaliny potozyli Luther i Peschel. Zlikwido-
walo takze pozornie wyrdzniony status modelu spinéw
S= %, ktéry wydawat sie wynika¢ z mozliwosci odwzo-
rowania go na model fermionéw. Bozonizacja pozwolita
teraz reprezentowal [takie ukltady] przez dwa chiralne
(lewo- i prawobiezne) [charakteryzujgce sie] topologicz-
nymi liczbami nawinie¢ pola ¢ (x) i ¢ (x), nie majace
zadnego oczywistego zwigzku z wartosciag S spinu cha-
rakteryzujaca wyjsciowy tancuch spinowy.

Plaski uklad spinéw typu XY mozna obrazowo
przedstawi¢ jako zbidr ,,igiet kompaséw” wskazujgcych
w kazdym punkcie dwuwymiarowej plaszczyzny pe-
wien kierunek (cos(¢(x)), sin(¢(x))). Jesli uklad spet-
nia periodyczne warunki brzegowe na okregu o obwo-
dzie réwnym L, to musi zachodzi¢ réwnoé¢ ¢(x + L) =
¢(x)+2nW.Liczba W jest tu topologicznym niezmien-
nikiem, liczbg nawinigé, ktéry nie moze si¢ zmienic, je-
$li pole ¢(x) zmienia si¢ z polozeniem x w sposéb
gladki. W klasycznym dwuwymiarowym modelu XY
pole ¢(x, y) jest gladkie wszedzie z wyjatkiem punktéw
osobliwych (x¢, o), w ktérych znajduja sie centra wi-
réw. W modelu kwantowym sformutowanym w 1 + 1
wymiarach, punkty takie stajg sie punktami (xy, ty) cza-
soprzestrzeni i reprezentuja miejsca zaj$cia proceséw
tunelowania (ktére nazwano instantonami), bedacych
osobliwymi procesami zachodzacymi niemal catkowi-
cie w punkcie xo w krétkim odcinku czasu wokét ¢,
w wyniku ktérych zmienia sie liczba nawiniec.

Okazalo sie, ze w przypadku tancucha spinéw
S majacego fatwa plaszczyzne i zerowe namagne-
sowanie w kierunku osi z typowo zachodzi zwy-
kly jednowirowy proces instantonowy Bieriezinskiego-
Kosterlitza-Thoulessa. Proces taki jest jednak wzbro-
niony przez Scistg kwantowgq interferencje, gdy 2S
jest liczba nieparzysta. Uwypukla to réznice istnie-
jaca miedzy klasyczng mechaniky statystyczna prze-
miany Bieriezinskiego—Kosterlitza-Thoulessa w dwdch
wymiarach i jej kwantowg wersja w 1 + 1 wymiarach. W
przypadku modelu klasycznego wiry wnoszg do czyn-
nika Boltzmannowskiego przyczynek, ktéry ma postaé
rzeczywistego i dodatniego czynnika zwanego lotno-
$cig; w kwantowym modelu w 1 + 1 wymiarach przyczy-
nek ten jest zespolong amplitudg tunelowania miedzy
topologicznie r6znymi konfiguracjami [pola] o réznych
liczbach nawini¢é; w modelach niezmienniczych wzgle-
dem odwrdcenia czasu jest on rzeczywisty, ale moze by¢
ujemny badz dodatni. Oznacza to, ze miedzy konkuru-

jacymi miedzy soba procesami instantonowymi moze
zachodzi¢ kwantowa interferencja.

W tym szczegélnym przypadku procesy tunelowa-
nia sg skoncentrowane na srodkowym punkcie zltgcza
pomiedzy dwoma sasiednimi spinami. Przy zalozeniu,
ze tafcuch spinéw jest niezmienniczy wzgledem prze-
strzennych przesunie¢ o jeden wezel, wartosé¢ amplitudy
tunelowania musi by¢ zawsze taka sama, niezaleznie od
tego, na ktérym ztaczu proces ten zachodzi. Kiedy jed-
nak dwa takie procesy zachodza na kolejnych ztaczach,
réznia si¢ one przede wszystkim tym, ze spin [znajdu-
jacy sie pomiedzy tymi zlaczami], ktéry przy jednym
procesie obracal si¢ 0 180° zgodnie z ruchem wskazowki
zegara, przy drugim procesie obraca sie o tez 180°, ale
w przeciwng strone. Oba te procesy roznig sie wiec na
czysto o obrot tego jednego spinu o 360°; ewolucja po-
zostalych spindéw [przy obu tych procesach] jest zasad-
niczo taka sama. Fundamentalna réznica miedzy fancu-
chami spinéw catkowitych i fancuchami spinéw potow-
kowych polega na tym, iz w przypadku tych drugich
w rezultacie takiego obrotu stan uktadu zmienia znak. Je-
§li zwigzany z procesem obrotu przekaz energii jest taki
sam, niezaleznie od zlacza, na ktérym obrot zachodzi,
oznacza to wystgpienie interferencji amplitud odpowia-
dajacych tunelowaniu poprzez instantony na kolejnych
zlaczach i interferencja ta jest destruktywna, gdy spiny
sa potdwkowe, a konstruktywna, gdy spiny sa calkowite.

Daje to topologiczne wyjasnienie, dlaczego proces
instantonowy, ktory staje sie istotny, gdy anizotropia
ukladu XXZ spinéw § = % zmienia si¢ z anizotro-
pii typu latwej plaszczyzny na typu latwej osi, odpo-
wiada rozdzielaniu si¢ podwdjnego wiru w przemianie
Bierezinskiego-Kosterlitza-Thoulessa. Proces taki po-
woduje tylko niestabilnos¢ topologicznie uporzadkowa-
nej fazy ukladu o tatwej plaszczyznie poniewaz, gdy
spin S jest poléwkowy, efekty dominujgcego procesu
odpowiadajacego pojedynczemu wirowi sg znoszone
przez destruktywna interferencje. Gdy jednak spin S
jest catkowity, efekty tego ostatniego procesu sg wzmac-
niane przez interferencje i przemiania BKT zachodzi,
gdy tylko wyktadnik # charakteryzujacy funkcje kore-
lacji dochodzi do wartosci granicznej 5 = 1, przy kto-
rej istotne staje si¢ tunelowanie miedzy stanami o réz-
nych liczbach nawinigé; topologiczne uporzadkowanie
zostaje wtedy zniszczone i w widmie wzbudzen po-
wstaje przerwa. W punkcie krytycznym korelacje Néela
(828%), (S1S),) zanikajg duzo szybciej, niz korelacje
(S2SZ,), co oznacza, ze przemiana zachodzi zanim jesz-
cze uklad stanie sie izotropowym uktadem Heisenberga.
Jest to takze przemiana, w ktdrej stan podstawowy
ukladu staje sie jednoznaczny (singletowy), natomiast
gdy istotny jest [dopiero] proces dwuwirowy, prowa-
dzi on do dwukrotnie zdegenerowanego (dubletowego)
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Ryc. 7. W 1 + 1-wymiarowej czasoprzestrzeni analogiem wiréw wystepu-
jacych w modelu sformufowanym w dwuwymiarowej przestrzeni eukli-
desowej sg instantonowe procesy tunelowania, w wyniku ktérych ulega
zmianie topologiczna liczba nawinie¢ fancucha spinéw majacego tatwa
plaszczyzne. Proces taki jest zesrodkowany na ztaczu pomiedzy kolejnymi
weztami, w ktorych lokalny parametr porzadku Néela staje si¢ nieciagly
na bardzo krotki czas

stanu podstawowego, poniewaz zachowuje liczbe nawi-
nie¢ modulo 2.

Dzieki tym wynikom stalo si¢ jasne, ze uszerego-
wanie modeli antyferromagnetykéw od majacych tatwa
plaszczyzne do majacych fatwa 0§ ma zupetnie inny cha-
rakter, gdy spin S jest calkowity i gdy jest potowkowy.
Gdy wzrasta warto$¢ parametru A taiicucha spinéw po-
téwkowych, przy wartoéci A = 1 zachodzi bezposrednio
podwdjna przemiana BKT od topologicznie uporzadko-
wanego antyferromagnetyka o latwej plaszczyznie i bez
przerwy [w widmie energii], gdy A < 1, do majacego
przerwe antyferromagnetyka o fatwej osi i dubletowym,
famigcym symetrie stanie podstawowym Isinga—Néela,
gdy A > 1. Natomiast w przypadku taiicucha spinéw cal-
kowitych przy A = A° < 1 zachodzi zwykla przemiana
BKT do stanu cieczy spinowej o nietamigcym Zadnej sy-
metrii singletowym stanie podstawowym, a dopiero po
niej, przy A = A > 1, nastepuje druga przemiana typu
Isinga do charakteryzujgcego sie¢ tatwa osig stanu Isinga-
Néela.

Ujawnia to fundamentalng topologiczng réznice
istniejaca miedzy antyferromagnetycznymi (izotropo-
wymi) tancuchami spinéw Heisenberga o spinach S
catkowitych i poléwkowych. Réznica ta podwazyta po-
wszechny wczeéniej poglad, ze warto$¢ S spinu pelni
tylko role parametru rozwiniecia wedtug poteg 1/S ana-
logicznego do semiklasycznego rozwinigcia wedtug po-
teg stalej Plancka /. Zgodnie z tym pogladem asymp-
totyczne dlugozasiggowe zachowanie funkcji korelacji
(S,-S,) powinno mie¢ postaé (=1)"~"'|n — n’[ ™ z wy-
ktadnikiem 7(S™!) bedacym gladkg funkcja argumentu
S™!, znikajaca, gdy S! — 0.

Moje — w roku 1981 heretyckie — stwierdzenie, ze
istnieje fundamentalna réznica miedzy jednowymiaro-
wymi kwantowymi antyferromagnetykami o spinach S
catkowitych i poléwkowych, bylo przypuszczalnie nie-
najlepiej uzasadnione i moja praca w pierwotnej swojej
wersji (Haldane, 1981a) zostala odrzucona przez kilka

czasopism; sceptycy nazywali zawarte w niej stwierdze-
nie hipoteza i to okreslenie, jak sie wydaje, do niego przy-
lgneto! Praca ta, zanim zostala w koncu opublikowana
(Haldane, 1983), zostala w duzym stopniu napisana na
nowo, by lepiej oméwic¢ przypadek izotropowego mo-
delu Heisenberga, a pierwotny jej preprint — tak si¢
wydawalo — w konicu zaginal, gdyz byly to czasy za-
nim preprinty zaczely by¢ archiwizowane w internecie.
Szczgsliwie odzyskalem niedawno jego kopie — prze-
chowat jg Jeno Solyom — i umiescitem jg w celach hi-
storycznych w internetowym archiwum arXiv (Haldane,
1981a). Pézniejsze studia Boteta i Julliena (Botet i Jullien,
1983) wykorzystujace $cista numeryczng diagonalizacje
potwierdzily stwierdzenia zawarte w tej pracy, a roz-
praszania neutronéw na quasi-jednowymiarowych or-
ganicznych zwigzkach NENP niklu zbadane przez Billa
Buyersa (Buyers i inni, 1986) dostarczyto w koncu ekspe-
rymentalnego dowodu na to, Ze stan podstawowy anty-
ferromagnetyka o spinie S = 1 jest stanem singletowym
i ze widmo energii takiego ferromagnetyka ma przerwe.

Bardziej zasadniczym powodem, dla ktérego mdj
wynik z 1981 roku byt tak nieoczekiwany bylo to, ze
stan cieczy spinowej fancucha spinéw S = 1 byl pierw-
szym przyktadem topologicznej materii kwantowej. Wy-
przedzit on dokonane przez Berryego w roku 1983 od-
krycie fazy nazwanej jego imieniem, ktdrej istnienie po-
twierdzilo fakt, ze w przypadku ukladéw spinowych spi-
nowa liczba kwantowa S odgrywa role topologiczna,
poniewaz wielkos$¢ 28 jest zawsze liczbg catkowity. Pa-
trzac przez pryzmat uzywanego przez fizykéw mate-
rii skondensowanej sformulowania hamiltonowskiego,
bardzo tajemnicze wydawalo sie to, iz mechanike kwan-
towa do wykorzystujacej ciagte pola teorii antyferroma-
gnetycznego tanicucha spinéw, opartej na tzw. nielinio-
wym O(3)-symetrycznym modelu sigma, trzeba — jak
sie wydawalo — stosowa¢ inaczej w przypadku spinéw
potéwkowych, a inaczej w przypadku spinéw catkowi-
tych. W roku 1983 bardzo pomocnej wskazéwki dostar-
czyla rozmowa, jaka odbylem z Edwardem Wittenem.
Wspomnial w niej, ze w lagranzowskim sformutowaniu
faworyzowanym przez fizykéw czastek elementarnych,
w lagranzjanie modelu sigma® moze wystepowaé do-
datkowy czton topologiczny, ktéry nie wystepuje w for-
malizmie hamiltonowskim i znika catkowicie w granicy
klasycznej. Czlon taki jest proporcjonalny do parame-
tru zwanego katem 6. Mozna tez latwo pokazaé, wy-
korzystujgc podejscie odwolujace sie do faz Berryego
zwigzanych z trajektoriami zakreslanymi przez ewolu-
ujace poszczegdlne spiny, ze kat ten musi by¢ réwny 278,

6. Model sigma pelni w fizyce czastek elementarnych role efektywnej
teorii oddziatywan niskoenergetycznych mezonéw, takich jak me-
zony 7, kaony itp. (przyp. thum.)
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czyli musi przyjmowac wartos¢ 0 modulo 27, gdy spiny
sa catkowite i warto$¢ m modulo 27, gdy spiny sa po-
towkowe (sa to tez jedyne dwie wartosci parametru 6
zgodne z symetrig odwrdcenia czasu). Parametr § ma
zwigzek z kgtem aksjonowym wprowadzonym w fizyce
wysokich energii w celu rozwigzania problemu nietama-
nia parzystosci kombinowanej CP przez oddzialywania
silne,” oraz z analogicznym katem wprowadzonym cat-
kiem niedawno w elektrodynamicznej teorii silnie topo-
logicznych izolatoréw przez Xiao-Liang Qi, Taylora Hug-
hesa i Shouchenga Zhanga (Qi i inni, 2008); w tej teo-
rii przyjmuje on warto$¢ 8 = 0 w przypadku nietopolo-
gicznych izolatoréw respektujacych symetrie odwrdce-
nia czasu i warto$¢ 0 = m w przypadku tréjwymiaro-
wych silnie topologicznych izolatoréw zachowujacych
te symetrie. Odkrycie mozliwo$ci wystepowania cztonu
0 w lagranzowskim sformutowaniu teorii pola jednowy-
miarowych antyferromagnetykéw wydaje si¢ cezura, po
ktérej lagranzowskie sformulowanie stalo si¢ powszech-
nie stosowanym w teoretycznej kwantowej fizyce mate-
rii skondensowanej i jest obecnie standardowym narze-
dziem uzupelniajacym podejscie hamiltonowskie.

Prosty modelowy stan, ujmujacy istote oddzielo-
nego przerwa od reszty widma stanu jednowymiaro-
wego antyferromagnetyka zbudowanego ze spinéw cal-
kowitych, zostal pozniej skonstruowany przez lana Af-
flecka, Toma Kennedyego, Hala Tasaki i Elliota Lieba
(Affleck i inni, 1987). Jest to takze Scisty stan podsta-
wowy zmodyfikowanego zabawkowego modelu AKLT.
Przyktad ten jest wyjatkowo pouczajacy, gdyz pokazuje
szczeg6lno$¢ natury kwantowego splatania stanu topo-
logicznego. W konstrukcji AKLT obiekt o spinie 1 jest
przedstawiony jako symetryczny stan dwéch spinéw 1,
potspinéw, z ktorych kazdy, przez sparowanie si¢ z jed-
nym z sgsiadujacych z nim poétspindw, moze tworzyé
splatany stan singletowy

1
%) = %(I ) =14)

wigzania walencyjnego. Je$li koice fancucha spindw S =
1 sa swobodne (tzn. jest on otwarty), to na kazdym
z nich pozostaje jeden niesparowany spin 3. Model ten
ujawnia zasadniczo splgtang nature stanu [taficucha spi-
néw catkowitych]: jesli tancuch taki rozetniemy na dwie
cze$ci, po obu stronach rozciecia pojawia si¢ niesparo-
wane spinowe stopnie swobodyo § = % Spektrum splgta-
nia takiego modelowego stanu jest wiec bardzo charak-
terystycznym prostym spektrum pojedynczego dubletu
spinéw % (Li i Halddane, 2008). To, ze wszystkie stany
w widmie splatania sg dubletami i Ze na swobodnych

7. O aksjonach i roli kata 8 w fizyce wysokich energii zob. wyklad
noblowski Franka Wilczka Postepy Fizyki 56 (4), 154 (2005) (przyp.
thum.).

konicach dlugiego otwartego taricucha spinéw zlokalizo-
wane s3 lokalne stopnie swobody spinu % (ryc. 8), jest
cecha wszystkich standw nalezacych do tej samej topo-
logicznej klasy stanéw co modelowy stan AKLT, wlacza-
jac w to takze standardowy antyferromagnetyk Heisen-
berga zbudowany ze spinéw S = 1, ktéry badalem wcze-
$niej.

Ryc. 8. W konstrukeji AKLT stanu podstawowego ukladu spinéw S =1,
kazdy spin § = 1 jest traktowany jak symetryczna kombinacja dwéch
pOlspinéw S = %, z ktérych jeden tworzy singletowe wigzanie walencyjne
z p6lspinem sgsiadujagcym z nim z prawej strony, a drugi z polspinem sgsia-
dujacym z nim z lewej strony. Na kazdym z otwartych krancéw lanicucha
pozostaje niesparowany jeden spin § = % i widmo splatania sktada sie
z pojedynczego dubletu

Mimo iz na koncach kazdego lancucha calkowi-
tych spinéw S istniejg lokalne stopnie swobody spinéw
%S i poniewaz elementarnymi wzbudzeniami calego
ukladu, oddzielonymi od stanu podstawowego przerws,
s3 magnony o spinie 1, ktérych stany moga by¢ zlokali-
zowane na krancach tancucha, spiny tam ulokowane sa
topologicznie chronione tylko wtedy, gdy S jest niepa-
rzystg liczbg calkowita. Ostateczna klasyfikacja (Chen
i inni, 2013) jest wiec taka, ze tylko stan fancucha spi-
néw o S bedacym nieparzysta liczbg catkowitg jest chro-
nionym przez symetri¢ (symetrig ta jest albo symetria
wzgledem odwrdcenia czasu lub symetria wzgledem od-
bicia przestrzennego) stanem topologicznym (czyli tzw.
stanem SPT) charakteryzujacym si¢ typowa podwdjng
degeneracjg stanow w widmie splatania.

Wieloletnie badania topologicznego stanu antyferro-
magnetyka Heisenberga zbudowanego ze spinéw S =1
okazaly si¢ niezwykle owocne. Szczegélowe badanie
jego topologicznej stabilno$ci doprowadzito do podania
przez Xiao-Gang Wena i wspotpracownikéow (Chen i
inni, 2013) jednolitej klasyfikacji chronionych przez sy-
metrie stanéw topologicznych zaréwno w jednym, jak
i w wiekszej liczbie wymiaréw. Ponadto spektrum spla-
tania takiego stanu jest gtéwnym elementem grupy re-
normalizacji macierzy gestosci (White, 1992) i technik
opartych na stanach macierzowo iloczynowych, ktére zo-
staly rozwiniete cze$ciowo w celu testowania i sprawdza-
nia tzw. hipotezy Haldane’a. Cechy nieoczekiwanie chro-
nionych topologicznie stanéw brzegowych ujawniajg sie
wcigz na nowo w zwiazku z topologicznymi stanami ma-
terii, np. przy okazji tzw. modéw Majorany, ktdre wyste-
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puja na brzegach topologicznych nadprzewodzacych wi-
réw; prosty zabawkowy model takich stanéw, odgrywa-
jacy podobna role co model AKLT, podat Kitajew (Ki-
tayev, 2001). Stany te s3 obecnie uznawane za mozliwe
podloze, na ktérym mozna bedzie zrealizowal przyszie
topologiczno-kwantowe przetwarzanie informacji. Roz-
woj fizyki materii skondensowanej, jaki wyniknat z nie-
oczekiwanego odkrycia okoto roku 1980 topologicznych
faz materii, okazat si¢ zaskakujgco bogaty!

Patrzac wstecz na to, jak rozwinela si¢ dziedzina
topologicznej kwantowej materii, ktorg zainicjowaly
tamte odkrycia uderza mnie, jak wazne w odkrywaniu
nowej fizyki byto wykorzystanie zabawkowych modeli
ilustrujacych sama istote rozpatrywanych problemow.
Zwyklo sie mysle¢ o modelach jednowymiarowych, ze
sg one tylko ,zadaniami domowymi”, ktére trzeba odro-
bi¢ przed przystgpieniem do badania rzeczywistych tréj-
wymiarowych ukfadéw. W istocie, cz¢§ciowo z powodu
tego, ze skutki kwantowych fluktuacji sa najbardziej
spektakularne w ukladach niskowymiarowych, wlasnie
taki sposdb postepowania umozliwit odkrycie wielu in-
teresujacych zjawisk i stworzenie zupelnie nowego spo-
sobu patrzenia na fizyke materii skondensowanej i egzo-
tyczne stany topologiczne.

Przypadt mi w udziale przywilej uczestniczenia
w otwarciu nowej dziedziny, do ktérej wielu innych
przyczynilo si¢ zdumiewajacymi odkryciami i ktéra do-
prowadzita do marzen o nowych kwantowych techno-
logiach przetwarzania infomacji. Dziekuje Krolewskiej
Szwedzkiej Akademii Nauk za uhonorowanie moich
wspoétlaureatéw oraz mnie samego i tym samym calej
tej ekscytujacej dziedziny fizyki.
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Redaktor Magdalena Staszel

odeszta od nas 4 sierpnia 2020 roku po ci¢zkiej choro-
bie. Kariere naukowg rozpoczeta badaniami w dziedzi-
nie teorii czastek i oddzialywan elementarnych, by na-
stepnie catkowicie poswieci¢ uwage zagadnieniom dy-
daktyki fizyki. Przez wiele lat kierowata Zaktadem Dy-
daktyki Fizyki Wydzialu Fizyki UW. Aktywnie uczest-
niczyta w poszukiwaniach nowych sposobdw nauczania
fizyki. Przygotowala do pracy w szkole wielu nauczycieli
fizyki i przyrody.

Rownolegle przez 30 lat (1982-2012) byla redakto-
rem naszego czasopisma. Dzigki jej wiedzy meryto-
rycznej, doswiadczeniu, skrupulatnosci, doktadnosci,
cierpliwosci i doskonalemu wyczuciu stowa pisanego
w Postepach Fizyki ukazywaly si¢ przez te wszystkie
lata teksty §wietnie zredagowane przez Magde Staszel
i przygotowane do publikacji na najwyzszym pozio-
mie edytorskim.

Redakcja PF

Wspomnienie o doktor Magdalenie Staszel

Magda swoje zycie po$wiecita fizyce i jej nauczaniu. Wy-
dzial Fizyki UW byl Jej drugim domem. Ze wzgledu
na olbrzymia wiedze i wieloletnie do$wiadczenie pro-
wadzila zajecia jeszcze dlugo po przejsciu na emery-
ture. Zawsze dawala jasno do zrozumienia, ze pracuje
dla frajdy z nauczania fizyki, a nie dla wynagrodzenia.
Kazdy mogt liczy¢ na Jej bezinteresowna pomoc, kole-
zenska rade.

Magda zajmowala si¢ poczatkowo teorig fizyki cza-
stek 1 oddzialywan elementarnych, gléwnie reakcjami
hadronowymi, a nastepnie funkcja struktury fotonu. Ra-
zem z Tadeuszem Pniewskim wspottworzyla nastepnie
Zaklad Dydaktyki Fizyki, ktérego byla wieloletnim kie-
rownikiem. Przez dziesiatki lat prowadzita wyktady, ¢wi-
czenia, pracownie, seminaria i warsztaty poswiecone dy-
daktyce fizyki. Pojeciu energii w edukacji poswigcila sze-
reg publikacji i wystapien na mi¢dzynarodowych kon-
ferencjach. Tworzyta pracownie dydaktyki fizyki i przy-
rody, w tym réwniez w ramach projektu europejskiego
oraz Miedzywydzialowego Podyplomowego Studium
Nauczania Przyrody. Regularnie prezentowata fizyczne
zabawki na Festiwalu Nauki i Pikniku Naukowym.
Przez wiele lat uczestniczyta w pracach Redakcji Poste-
pow Fizyki, a takze Polskiego Towarzystwa Fizycznego.

POSTEPY FIZYKI TOM 72 ZESZYT 1 ROK 2021

Byla czlonkiem Rady Programowo-Redakcyjnej Pol-
skiego Stowarzyszenia Nauczycieli Przedmiotéw Przy-
rodniczych.

Magdo, brakuje nam Twojego usmiechu, pozytyw-
nego nastawienia, rozméw o dydaktyce. Tych chwil, gdy
wyjmowala$ ze swojego archiwum opracowania zagad-
nien dla naszych studentdw, przysztych nauczycieli, a ze
skrzynki — twoje fantastyczne zabawki fizyczne.

Piotr Niezurawski,
Zaktad i Pracownia Dydaktyki Fizyki
Wydziatu Fizyki UW

Pozegnanie Magdy

Z Magda mialam przyjemnos$¢ pracowaé ponad 30 lat
w Zakladzie Dydaktyki Fizyki utworzonym wcze$niej
przez Magde oraz Tadeusza Pniewskiego. Pamietam,
ze postanowitam wspodtpracowal z zespotem tego Za-
kiadu, kiedy zobaczytam jej fascynujace pokazy doty-
czace ruchu falowego dla nauczycieli fizyki. Ciepto przy-
jeta przez Magde korzystalam z Jej cennych rad i wszel-
kiego rodzaju wsparcia. Magda byta madra, opanowana,
cierpliwa i ciepta, zawsze pomagala mi rozwiklaé wszel-
kie watpliwosci natury merytorycznej, wszak wezeéniej
prowadzila badania o duzym ci¢zarze gatunkowym z za-
kresu fizyki teoretycznej.

Z inicjatywy Magdy podjelismy wspolprace z cze-
skim Uniwersytetem Karola w Pradze. Przez 10 lat na
Targu Pomystéw Nauczycieli (w j. czeskim pomysly to
napady) w Pradze demonstrowaly$my nasze dos$wiad-
czenia - w j. czeskim pokusy. Profesor Ruzena Kolazowa
z Uniwersytetu Karola zawsze czuwala nad tym, bym
przyjezdzata z Magduszka. Niezwykle cenita Magdy wie-
dze i zyczliwosé¢ do studentdéw oraz wspdtpracownikow.

Najdluzsza nasza wspodlpraca dotyczyla tworzenia
programéw oraz prowadzenia zaje¢ w Miedzywydzia-
fowym Podyplomowym Studium Nauczania Przyrody.
Uczestniczylysmy w pracach Rady Programowej oraz
prowadzity$my laboratorium. Magda z zapatem plano-
wala i realizowala ciekawe eksperymenty, majac przy
tym duze doswiadczenie, poniewaz wcze$niej uczest-
niczyta w organizowaniu pierwszych Piknikéw Nauko-
wych i Festiwali Nauki, gdzie demonstrowata zabawki
fizyczne, ktorych posiadata wielka skrzynie. Na wszyst-
kich zagranicznych konferencjach poszukiwala cieka-
wych zabawek fizycznych.
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Bedac juz na emeryturze, towarzyszyta mi w prowa-
dzeniu zaje¢ laboratoryjnych w ostatniej edycji stacjo-
narnych zaje¢ dla studentéw przyrodnikéw, tj. do konca
semestru letniego 2019. Stwierdzila wtedy z radoscig, ze
byta to dla Niej najwspanialsza przygoda zyciowa. Prze-
kazatam nawet Madzi dokumenty zwigzane z naszymi
ostatnimi zajeciami z nadzieja, Ze bedzie ich kontynu-
acja... Powiedziala wowczas ,,nie jestem Panig Zycia’, ale
z u$miechem, jak zawsze to czynila, zapewniala, ze po te-
rapii czuje si¢ lepiej i nie wyklucza powrotu na uczelnie.

Droga Madziu, jeste$my Ci wdzigczni za Twoje ma-
dre rady, cieple stowa, ciekawe pomysly, ktére przyno-
sz3 i bedg przynosily owoce w pracy naszych absolwen-
tow — nauczycieli fizyki i przyrody. Zostaniesz dla nas
wzorem nauczyciela fizyki i przyrody a zarazem, jak po-
wiedzial profesor Kotarbinski, wzorem nauczyciela spo-
legliwego. W jezyku czeskim spolegliwy znaczy godny
zaufania. Ty Madziu bylas godna zaufania, dobra, o czu-
tym sercu, wrazliwa na cudze potrzeby i sktonna do po-
mocy. Dziekujemy Ci za to, takg Ci¢ zapamigtamy.

Stefania Elbanowska-Ciemuchowska

Moja przyjaciotka Madzia — skrawki wspomnien

Niedlugo przed $miercia przystata mi koperty ze zdje-
ciami. Te koperty to cala Madzia, bardzo starannie upo-
rzagdkowane, opisane datami i miejscami. Na niekto-
rych fotografiach widnieje réwniez ona. S to pamiatki
z naszych wyjazd6w na cykliczne spotkania GIREP (In-
ternational Research Group on Physics Teaching). Naj-
wczesniejsze zdjecie, jakie mam, jest datowane 1993. Na
pewno raz albo i dwa wybralysmy si¢ tam moim ma-
luchem (Fiat 126). Mnie sie¢ wtedy wydawalo, ze Ma-

dzia miala jakis$ rys czarnowidztwa w stylu "to sie nie
uda’, ,,nie znajdziemy hotelu"itp. Miala zawsze w podro-
zach taka walizeczke ojca, a w niej wszystko starannie
poukladane, posegregowane. Zazdroscitam jej tej wali-
zeczki, ale mnie, na moj batagan, nawet taka walizeczka
by nie pomogla. Mozna powiedzie¢, ze ,zjadly$Smy ra-
zem beczke soli”.

Rozmawialam z nig przez telefon stosunkowo nie-
dhugo przed jej odej$ciem. Zawsze brzmiata jak skowro-
nek, moéwila ze jest OK, ze radzi sobie. Ja bytam upierdli-
wie nachalna i namawiatam ja, by ulatwiala sobie zycie,
np. by zamawiata karme dla 4 kotéw z dostawa do domu,
miatam nawet jakis$ zal do jej kolegdw z pracy, ze nikt jej
w tym nie pomoze! Madzia nie byla za grosz asertywna
(tak mi si¢ wydaje), a jednoczesnie nie chciata nikomu
robi¢ ktopotu.

Myslata zawsze doglebnie. Niestychanie przejrzyscie,
uporzadkowanie prowadzita notatki i przygotowywata
materialy dla studentéw. Przyjaznily$Smy sie, taczyta
nas przeszlos¢ ,,czastkowa” (obie rozpoczynatysmy przy-
gode z fizyka od fizyki wysokich energii), a pézniej dy-
daktyka fizyki. Bardzo si¢ roznily$my, ja zawsze rozwi-
chrzona, nieuporzadkowana, Ona przeciwnie. Pewnie
musialam jg czesto irytowac, ale nigdy nie data mi tego
poznad; zdajac sobie z tego sprawe bytam jej za to bardzo
wdzieczna. Méwita do mnie Stonko lub Stoneczko.

Ze dwa, a moze i wigcej razy spedzitlySmy dwutygo-
dniowe wakacje w mojej wiejskiej chatce. Pamietam, jak
uciekaty$my przed krows, a chyba nie raz przed burza.
To byly cudne chwile, nie zawsze musiatysmy wiele mo-
wi¢, bo $wietnie rozumialy$my sie bez stéw. Malo z kim
bylo mi tak dobrze.

Zofia Golgb-Meyer



to kompleksowy
opis rozwoju fizyki od poczatkow naszej panstwowosci, az do
czasOw wspotczesnych. Autor prezentuje rozwdj polskich badan
w dziedzinie fizyki na tle historii nauki europejskiej, a takze
historii szkolnictwa uniwersyteckiego w Europie. Publikacja
sktada sie z czterech czesci: pierwsza obejmuje okres do utraty
niepodlegtosci w roku 1795, druga poswiecona jest rozwojowi fizyki
na ziemiach polskich w okresie zaborow, trzecia dotyczy polskiej
fizyki w okresie miedzywojennym, czwarta zas to historia fizyki
w Polsce po 1945 roku.

Czytajac te ksiazke:

W poznajemy mato znane fakty z zycia polskich uczonych majacych
wptyw na rozwoj rodzimej, jak i Swiatowej fizyki,

B uswiadamiamy sobie, z jakimi trudnosciami i ograniczeniami
technologicznymi oraz geopolitycznymi musieli zmagac sie
polscy fizycy,

W dowiadujemy sie, jak polska nauka wygladata na tle rozwigzan
Swiatowych orazjaki byt wktad polskich fizykéw w rozwéj nauki
i kultury Swiatowej.

Catos¢ wzhogacono o biogramy fizykéw oraz nierzadko humo-
rystyczne cytaty z ich opracowan naukowych.

Publikacja skierowana jest do studentow nauk Scistych i przy-
rodniczych oraz pracownikéw naukowo-dydaktycznych w tych
dziedzinach. Polecamy ja takze profesjonalistom i pasjonatom
historii nauki, filozofii i kultury.

Aozs Keran WROBLEWSKI

HISTORIA

FHILYKI

Profesor dr hab. Andrzej Kajetan Wroblewski

fizyk i historyk fizyki, absolwent Uniwersytetu Warszawskiego,

gdzie pracuje od roku 1954, obecnie jako profesor emerytowany.

W latach 1986-1989 petnit funkcje dziekana Wydziatu Fizyki,

aw latach 1989-1993 byt rektorem Uniwersytetu Warszawskiego.

B Cztonek: Polskiej Akademii Nauk, Polskiej Akademii Umiejet-
nosci, Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Polskiego
Towarzystwa Fizycznego i Polskiego Towarzystwa Astro-
nomicznego.

M Laureat: Nagrody Marii Sktodowskiej-Curie, Medalu Mariana
Smoluchowskiego.

B Doktor honoris causa uniwersytetow: Chapmana (Orange,
USA), Glasgow (Szkocja), Siegen (Niemcy), Politechniki War-
szawskiej, Uniwersytetu Jana Kochanowskiego.

W Autor wielu prac naukowych z fizyki wielkich energii i historii
fizyki, w tym Historii fizyki (PWN 2006) cieszacej sie ogromnym
uznaniem Czytelnikow, a takze ksigzek popularnonaukowych
Prawda i mity w fizyce (Iskry 1987) oraz 300 uczonych prywat-
nie i na wesoto t. 1, 2 (Prészynski Media).

W Wspotautor wraz z prof. Januszem A. Zakrzewskim dwutomo-
wego, nowatorskiego podrecznika akademickiego Wstep do
fizyki (wydawanego przez PWN w latach 1976-1991).



ODYSEIA

Theodore H. Maiman

LASEROWA

PWN

Ksigzka Teodora Maimana ODYSEJA LASEROWA
jest wyjatkowa pod kilku wzgledami. Po pierwsze,
trafia ona do polskiego czytelnika po szesédziesie-
ciu latach od zbudowania pierwszego lasera emi-
tujacego Swiatto widzialne - impulsowego lasera
rubinowego. Jest to $wietna okazja aby spojrzeé
na to odkrycie z pewnego dystansu. Po drugie,
autorem ksiazki jest sam odkrywca, co gwaran-
tuje relacje ,,z pierwszej reki” najlepszego mozliwe-
go eksperta. Po trzecie, ksigzka bardzo szeroko
przedstawia tto i okoliczno$ci towarzyszace temu
odkryciu. Ujawnienie powiagzan wielkiego biznesu
i uwiktan nauki, a takze ukazanie jakze romantycz-
nej postawy osamotnionego badacza idacego pod
prad establishmentu i ostatecznie odnoszacego
sukces, to wielka wartosc tej ksigzki.

Z recenzji

prof. dr. hab. Wojciecha Gawlika
Wydziat Fizyki Astronomii i Informatyki Stosowanej UJ



85. urodziny
prof. Michata Hellera
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